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Ernst Melan zum 70. Geburtstag 


Als die Herausgeber dieser Zeitschrift vor etwa Jahresfrist den Plan faBten, Herrn 
Prof. Dipl.-Ing. Dr. techn. Ernst Melan, Ordinarius fiir Baustatik und Baukonstruk- 
tionen an der Technischen Hochschule Wien an seinem 70. Geburtstag durch die Uber- 
reichung einer Festschrift des Osterreichischen Ingenieur-Archivs zu ehren und nun 
an die Fachkollegen des Jubilars mit der Bitte herantraten, sich mit einem Beitrag 
an dieser Festschrift zu beteiligen, da fanden sie iiberall begeisterte Zustimmung. 
Die eingelangten Arbeiten, die hiermit vorgelegt werden, fiillen einen vollstaéndigen 
Band dieser Zeitschrift. Sie zeigen, welche Wertschaétzung Prof. Melan in der 
Welt entgegengebracht wird und welche Anerkennung sein Wirken als Forscher und 
Lehrer gefunden hat. 

Melan wurde am 16. November 1890 in Briinn als Sohn des beriihmten Briicken- 
bauers und Baustatikers Josef Melan geboren. Er verbrachte seine Jugendjahre in 
Prag, wo er das Deutsche Staatsgymnasium absolvierte und 1908 die Deutsche Tech- 
nische Hochschule bezog. Dort legte er die Staatspriifung aus dem Bauingenieurfache 
ab und promovierte 1917 mit einer Arbeit tiber die Torsion von Umdrehungskérpern 
zum Doktor der technischen Wissenschaften. 
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In den an das Studium anschlieBenden Jahren, von 1916 bis 1918, war Melan 
bei der k. k. Statthalterei in Graz titig. Nach dem Zusammenbruch der Monarchie 
trat er zunichst als Statiker bei der Briickenbauanstalt Waagner-Biré A.G. ein. 
Er blieb bis zum Jahre 1920 und arbeitete anschlieBend als Betriebsingenieur im 
Festigkeitslaboratorium der Technischen Hochschule Berlin-Charlottenburg unter 
Prof. Dr. E. Meyer. 1921 kehrte er zu Waagner-Biré zuriick, wo er als Abteilungs- 
leiter bis 1923 wirkte. 


Im Jahre 1922, habilitierte sich Melan an der Technischen Hochschule Wien fir 
das Lehrgebiet Elastizitatstheorie. Schon das nachste Jahr brachte ihm die Berufung 
an die Deutsche Technische Hochschule in Prag als a. 0. Professor fiir Baustatik und 
Festigkeitslehre. Er blieb aber nur zwei Jahre an seiner neuen Wirkungsstaétte, dann 
holte ihn Wien zuriick. Er wurde Ordinarius fiir Baustatik an der Technischen Hoch- 
schule. Seine Lehrverpfllichtung wurde 1939 auf Baustatik und Baukonstruktionen 
des Stahl- und Holzbaues erweitert. Diesen Lehrstuhl hat Prof. Melan noch heute 
inne. 

In den Studienjahren 1946/47 und 1947/48 bekleidete Prof. Melan das Amt des 
Dekans der Fakultat fiir Bauingenieurwesen. Im Studienjahre 1952/53 stand er als 
Rektor an der Spitze der Hochschule. 


Das wissenschaftliche Werk Melans ist auBerordentlich umfangreich und durch 
eine Fiille origineller Gedanken gekennzeichnet. Es kann im wesentlichen in drei 
Gruppen unterteilt werden: Baustatik, Elastizitatstheorie und Plastizitatstheorie. 
Daneben finden sich noch Abhandlungen iiber konstruktive und wirtschaftliche Pro- 
bleme des Stahl- und Holzbaues. 


Unter den baustatischen Arbeiten sind vor allem diejenigen von besonderer Be- 
deutung, die sich mit der Anwendung der Differenzenrechnung auf baustatische Pro- 
bleme befassen. Die intensive Beschaftigung Melans mit diesem Fragenkreis fand 
schlieBlich ihren Niederschlag in einem gemeinsam mit F. Bleich verfaBten Buch 
,»Die gewohnlichen und partiellen Differenzengleichungen der Baustatik‘‘. Dem Pro- 
blem der Auflosung von Gleichungssystemen wandte Melan ebenfalls besondere Auf- 
merksamkeit zu. Es ist bedauerlich, daB die von ihm vorgeschlagene Vereinfachung 
des Cross-Verfahrens, die eine bedeutende Arbeitsersparnis mit sich bringt, nur einem 
verhaltnismaBig engen Kreis bekannt wurde. Ein weiteres Gebiet, zu dem Melan 
wesentliche Beitrage geleistet hat, ist die Berechnung von Tragerrosten. Hier ist vor 
allem das von ihm zusammen mit R. Schindler geschriebene Buch ,,Die genaue 
Berechnung von Tragerrosten‘‘ zu nennen. Andere Arbeiten beziehen sich auf Pro- 
bleme der Stabknickung. Melan hat hier auf die Méglichkeit der Verwendung von 
Integralgleichungen zur naherungsweisen Bestimmung von Eigenwerten besonders 
hingewiesen. 


Von den elastizitaétstheoretischen Abhandlungen Melans seien zuerst die genannt, 
in denen er sich mit dem Problem der Singularitiiten beim Angriff von Einzelkriften 
im Inneren von Scheiben auseinandersetzt. Mit der Frage der Weiterleitung des Druckes 
durch eine elastische Schicht hindurch auf eine starre Unterlage hat er sich in zwei 
friihen Arbeiten beschaftigt. In der Abhandlung ,,Ein rotationssymmetrischer 
Spannungs- und Verzerrungszustand einer gelochten Scheibe bei nichtlinearem Span- 
nungs- Dehnungsgesetz‘ greift Melan, einem Gedankengang von Prager und 
Hohenemser folgend, ein nichtlineares Problem auf und fiihrt es bis zur Lésung. 
In den letzten Jahren hat sich Melan besonders dem Studium von Problemen der 
Thermoelastizitit zugewandt. Wieder war ein Buch, das er gemeinsam mit dem Unter- 
zeichneten verfaBte, das Ergebnis dieser Forschungen. 
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Die Arbeiten Melans zur Plastizitatstheorie sind erst in den letzten Jahren in 
ihrer vollen Bedeutung erkannt worden. So blieb zum Beispiel die grundlegende Ab- 
handlung ,,Zur Plastizitaét des riumlichen Kontinuums“ sowie eine Reihe anderer 
Veroffentlichungen, in denen Melan schon 1937/38 das fundamentale , Anpassungs- 
theorem‘ (shakedown theorem) allgemein formulierte und bewies, fast 20 Jahre lang 
unbeachtet. Es mag dies zum Teil damit zusammenhingen, da der Melansche Be- 
weis weitgehend Gebrauch von der Theorie der Integralgleichung n macht und daher 
in Ingenieurkreisen nicht leicht verstanden werden konnte. 


Die von Witz und Temperament getragenen Vorlesungen Melans erfreuen sich 
bei den Studenten grofer Beliebtheit. Sie sind zum Teil in Buchform erschienen. In 
erster Linie wire hier die ,,Kinfiihrung in die Baustatik‘‘ zu nennen, die sich von 
vielen anderen Werken iiber das gleiche Gebiet vor allem durch den exakten Aufbau 
unterscheidet. Besondere Verbreitung und Beliebtheit bentitzen auch die beiden ge- 
meinsam mit F. Chmelka verfaBten Biinde ,,Einfiihrung in die Statik‘: und ,,Ein- 


fiihrung in die Festigkeitslehre,‘‘ die in wenigen Jahren zahlreiche Auflagen erleben 
konnten. 


Die wissenschaftlichen Arbeiten Melans fanden ihre Anerkennung durch seine 
1943 erfolgte Ernennung zum korrespondierenden Mitglied der Deutschen Akademie 
der Wissenschaften in Prag, durch die 1945 erfolgte Wahl zum wirklichen Mitglied der 
Akademie der Wissenschaften in Wien und schlie8lich, im Herbst 1960, durch die 
Ernennung zum Mitglied der polnischen Akademie der Wissenschaften in Warschau. 
Im Jahre 1959 verlieh ihm die Republik Osterreich das Osterreichische Ehrenzeichen 
fiir Wissenschaft und Kunst. Besondere Freude bereitete Melan die erst vor wenigen 
Wochen erfolgte Ernennung zum Ehrenmitglied der Schweizerischen Gesellschaft fiir 
Forschung und Konstruktion im Stahlbau. 


Neben seiner intensiven wissenschaftlichen Arbeit itibt Melan noch eine umfang- 
reiche praktische Tiatigkeit als Ingenieurkonsulent aus. Sie umfaBt alle Zweige des 
Industriestahlbaues und des Ingenieurholzbaues. Viele seiner wissenschaftlichen 
Arbeiten gehen auf dabei empfangene Anregungen. zuriick. 


Seine Fachkollegen, seine Freunde und seine Schiiler in aller Welt bringen ihm mit 
dem vorliegenden Festband ihre aufrichtigen Gliickwiinsche dar. 


H. Parkus 
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Approximate Determination of the Frequencies of Ring 
Stiffened Cylindrical Shells 


By H. H. Bleich, New York 


With 16 Figures 


Summary, An approximate theory is presented which permits the determination of the fundamen- 
tal frequencies of ring stiffened cylindrical shells of finite or infinite lenght. The method is also 
applicable to shells of infinite lenght in a fluid. 

The theory is confirmed by comparison with an available refined theory for shells of 
infinite length, and with experimental frequencies for finite shells. 


Introduction 


This paper presents an approximate method for the determination of the fre- 
quencies of free vibrations of thin cylindrical shells stiffened by circular stiffening rings 

While the exact solution for the v brations of a system consisting of numerous 
rings and connecting pieces of cylindrical shells can be formulated without difficulty, 
the solution of the resulting group of simultaneous differential equations would be 
very complicated. The great difficulty lies not so much in the large number of these 
equations, but in the fact that the differential equations of the shell are of the eighth 
order, requiring the solution of an eighth-order characteristic equation (actually 
reducible to a bi-quadratic). Except for one special, and relatively simple case, Ref. 1, 
the actual solution of the differential equation of motion of a shell has never been 
attempted in any case requiring all the roots of the characteristic equation. 

For engineering purposes simpler methods than the actual solution of the differential 
equations, even if less exact, are desired and are derived in the following. If one has 
enough understanding of a vibration problem to select an “‘appropriate’’ shape for 
the modes, Rayleigh’s method is always available to find the frequencies in a simple 
manner; the vital point of this paper is the fact that within a certain range of fre- 
quencies a simple but very good approximation for the shape of the modes exists. 
Simple approximations for the equivalent static case have been known for many 
years to designers of concrete shell roofs; the resulting elementary formula for the 
effective width of a shell, has, however, found its way into print only relatively 
recently, Ref. 2, pp. 171—174. 

The crucial detail concerning the shape of the modes on which the method presented 
is based is the deformation of the shell between the stiffening rings. In the static 
case, discussed in Sec. 1 as basis for the dynamic case, it can be shown that deformations 
of the generators of the shell between the stiffening rings can be determined approxi- 
mately from the circular symmetric case (within certain limitations). This permits the 
determination of stresses and deflections by replacing the stiffened shell by a system 
of rings each of which has a cross section consisting of the actual ring section and of 
added flanges representing the “effective” part of the shell. In Sec. II this concept 
is applied to the vibrations of stiffened infinite shells using Rayleigh’s method. It is 
found that the frequency of a shell will be that of a ring having the “effective” cross 
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section used in the static case; however, this ring must be deemed to have a fictional 
“equivalent mass”. The recognition of the necessity for the introduction of this equi- 
valent mass is a vital point of the method. 

Section III, IV and V carry the approach further, permitting the determination 
of the frequencies of finite shells, including the case of open ends, i. e. of shells supported 
by end rings. Section VI finally contains a comparison with the results of the analysis 
Ref. 1, and a comparison with an available experiment. It is seen that the proposed 
method, while of extreme numerical simplicity, gives in the range of its validity results 
which can be expected to contain an error of less than 10%. 

By using the concept of virtual mass, discussed for this case in Ref. 3, the method 
can also be applied to shells submerged in a fluid. 


= 


Fig. 1. 


List of Major Symbols 


x, O coordinates 

U,V, W longitudinal, tangential and radial components of displacement, respectively 
(positive directions defined in Fig. 1). 

@ circular frequency 

a mean radius of shell 

a radius of stiffening ring (to centroid) 

b effective width 

B as subscript refers to end rings 


¢ =a — a distance of centroid of intermediate ring from shell, Fig. 7 
¢ same as c, but for end ring, Fig. 14 
h thickness of shell 
moment of inertia of ring stiffener incl. effective part of shell 
I as subscript refers to intermediate stiffening rings 


spacing of intermediate stiffening ring 


L total length of finite shell 

n in sin nO, cos n@ defines number of circumferential waves 
m mass per unit of area or unit of length, as applicable 

o coefficient, Eqs. (2-12, 12a, 12b) 

a coefficient, Eq. (4-6) 


Other symbols are defined as they occur. 


I. The Effective Width Concept for Static Loads 


If a stiffened cylindrical shell is subjected to a system of static loads which are 
repetitious with the period { in the axial direction of the shell, the distribution of the 
circumferential membrane stresses o, in the shell will also be periodic. Figure 2 shows 
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a typical stress distribution in a longitudinal section for such a case. For the purpose 
of computing the largest stress om,x one can replace each ring and the adjoining shell 
of total width { by a fictional “‘effective section” consisting of the ring cross-section 
itself and two flanges on either side having an “effective width” b, Fig. 2. The effective 


EFFECTIVE 
SECTION 
h 


b b 
[MT 


\ 
Boy 


LOADS 
\ 


MEMBRANE STRESSES e 
Fig. 2. 


width b is defined by the requirement that the resultant of all stresses og over the 
distance 1/2, Fig. 2, is equal to the resultant bho,,,, of the stresses in the flanges of 
the effective section, 

(/2 


b= — [ code. (1-1) 


Omax 


0 

Introduction of the concept of the effective width b is useful in the solution of this 
problem because the value of b can be determined with relative ease. The effective 
width b depends not only on the shell dimensions but also on the loading, and will 
further be a function of the location 0 of the section considered. This complicated 
situation becomes simpler if the loads act on the stiffening rings only and are sinus- 
oidally distributed over the circumference, p(x, 0) = p(x) cos nO, such that the 
stresses dg are proportional to cos n@; in such a case the effective width is independent 
of the location ©, and remains only a function of the shell dimensions and of the 
number n. Extensive tables for the effective width are available for n > 2*, Ref. 4. 
When comparing the values of 6 for different n for thin shells and not too large n 
(say up to n = 6), it is seen that the values differ little (less than 10°) from the value 
for n = 0, which is for steel (vy = 0,3) 

b ~ 0,74 |/ah (1-2) 
valid if b < 1/2. 

In view of the intended approach to the dynamic case it is necessary to present 
the details of the derivation of Eq. (1-2). Consider the junction of the shell and stiffening 
ring, Fig. 3, for an infinitely long shell having one stiffener only. For the case of circular 
symmetry, n = 0, the radial deflection of the ring w; will be independent of @, while 
the radial deflection w of the shell will be a function of x only. Separating the semi- 
infinite shell portion to the right there will be bending moments M and radial forces NV 
on the face of shell Fig. 4. At the point of junction the strain (positive if tensile) in the 
stiffener, ey = - w/a, must equal the tangential strain in the shell, «(0) = -w(0)/a. Let 
the system of forces acting on the stiffener produce certain strains ey = ¢(0); the shell 


* For static loads the case n = 1 is a degenerate one, while the solution for n = 0 is elementary. 
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deflection at tise 0 will be w(0) = -aez, and because of symmetry w’(0) = 0. Using 
these two conditions as boundary conditions one can solve the differential equation of 
the shell* obtaining 


Fig. 3. Fig. 4. 
w (x) = — ae D (x) = wy D(z) (1-3) 
where 
@ (x) = e-** (cos Bx + sin Bz) 
(1-4) 
4 
‘ [30 —») _ 1,36 
p= | on ae Van” 
A relationship similar to Eq. (1-3) applies for the circumferential stress 
6, (@) =o; @ (z) (1-5) 


where o; = E ¢; is the stress in the stiffening ring. Substituting in Eq. (1-1) and noting 
that | = o, gives 


1 


1 - ee 
Os > a; ® (x) dx = = 0,74 Vah . (1-6) 
0 


In case of an infinite number of stiffeners it is in general necessary to solve the 
analogous problem for the shell of finite length {. However, if { > 2 Vah there is very 
little interaction between the two edges x = 0 and x = { because the function @ (2) is 
very small if Bx > 2. The result Eq. (1-6) is therefore approximately applicable to 
closely stiffened shells, provided** [ > 2 Vah. The corresponding deflection of the 
shell is shown in Fig. 5. It is seen that the deflection w (x) is largest at the stiffeners 
and decreases away from the stiffeners approaching w (x) ~ 0 if the spacing | is large. 
The deflection w of the shell may be expressed by the deflection wy, of the stiffener and 
a relative deflection Aw between shell and stiffener : 


w (x) = wr — Aw (2) (1-7) 


where the relative deflection depends on the strain ¢; in the stiffeners, 


* §, Timoshenko, Strength of Materials, Vol. 2, p. 166 and pp. 4, 5. 


** Cases | > 2 |/ah habe little interest because the effective width 6 would be nearly equal 
to {/2 and the study would be entirely unnecessary. 
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Aw (x) = —ae, [1 — @ (z)| es (1-8) 


Because the stresses o and displacements Aw are significant only for points where 
the distance x is not large (compared to the effective width 5) one can reason that the 
analysis for the case n = 0 is applicable approximately for any loading or displacement, 


Wy 


Fig. 5. Fig. 6. 


provided the strain ez and displacement w; do not change rapidly as function of 0. 
This can be shown as follows: Fig. 6 shows an element of the ring and shell (i. e. a strip 
of infinitesimal width d@) in its original undisplaced and undeformed state. Due to a 
system of forces acting on the ring stiffeners* there will be radial and tangential displa- 
cements of the shell, w (x, @) and v (x, @), respectively, and of the stiffeners, wy (0), 
vz (O), respectively. The associated dircumferential strains are given by 


1 ov i 
e=+>(5 -4. (1-9) 
To evaluate the response of the shell let the final state of the element be reached 
in three stages. 
1. Displace the element, ring and shell, without deformation by the ultimate dis- 


placements w; and vy of the stiffening rings. As the generators remain straight the 
shell displacements are 


w (x, O). = wy (@) v (%, O) = v; (9) (1-10) 


: : : - Pw 

2. Give the element, ring and shell, the ultimate curvature of the ring, as a , and 
give the ring simultaneously an average strain such that the circumferential strain ¢7 
vanishes. This step will not produce displacements w, v or circumferential membrane 
wr. 

: ae in the shell. These 
bending stresses and their resultant moment are small because h is small compared to 
the depth of the stiffener. These stresses will be entirely neglected. 


3. As final step give the element of the ring stiffener a circumferential strain equal 
to its actual ultimate value 


, Ni eee 5 I 
stresses in the shell, but it will produce bending stresses ++ = 


1 ovy 
a= (so): (1-11) 


This will produce additional displacements and stresses in the adjoining shell. If ¢ 
does not vary rapidly ** as function of @ one can assume as an approximation that the 


* The effect of forces acting on the shell between stiffeners will be discussed later. 
** Meaning rapidly within distances of the order of the effective width b. 
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additional stresses and displacements will be equal to those for the case n = 0 due to a 
strain ¢7; i.e., there will be an additional radial displacement Aw given by Eq. (1-8) 
while the additional tangential displacement is approximately zero. 

Adding the three steps gives the prescribed displacements wy, vy and corresponding 
strains and stresses in the stiffening rings. The stresses in the shell are only due to step 3 
and their magnitude can be determined from the effective width concept using Eq. 
(1-1). The displacements of the shell are the sum of the contribution in steps 1 and 3: 


w (x, O) = wz (9) — Aw (a, O) (1-12) 
v (x, O) = vy (0) (1-13) 
where Aw is given by Eq. (1-8) in which ey is now a function of 0: 


l 

2 . 
These equations express the displacements of the shell in terms of those of the rings 
and of the strains ey. The displacements wy and vy can be determined from the appro- 
priate differential equations for curved members using the moment of inertia of the 
effective cross section. 

The above derivation was restricted to the case of loads acting on the ring stiffeners, 
but not on the shell itself. To treat the general case of arbitrary loads it is necessary 
to add a preliminary step: Introduce fictional supports for the rings such that the 
displacements of the rings: wy; and vy vanish. The loads on the shell will then produce 
bending and membrane stresses in the shell and certain reactions on the fictional sup- 
ports. Inclusion of these fictional reactions in the system of the other loads .acting on 
the rings only, leads to a case similar to the one already treated but with slightly 
altered loads on the rings. By superposition one obtains the total stresses and displace- 
ments as the sum of those due to the altered loads and local stresses and displacements 
due to the preliminary step. Whether the latter stresses are important or may be neglec- 
ted can not be stated in a general manner but must be decided for each case. 

Equations (1-12 to 1-14) and the corresponding values for the stresses will therefore 
be reasonably good approximations provided three conditions are satisfied: 

1. The local effects due to loads acting directly on the shell must be small. 

2. The variation of the strain ¢; in the stiffening rings within distances of the order 
of the effective width b should be small. In case the loads are proportional to cos nO 
or sin n@ the strains ¢; will change sign within distances a z/n, such that the condition 
for the validity of Eqs. (1-12 to 1-14), 


an>>nb (1-15) 


w («, @) = —aez(O) [1 — O (e)] O<a< (1-14) 


results. 
3. Because the function ® (x) has been obtained for a shell of infinite lenght instead 


of the actual length 1, the result is restricted to cases 
{>2 ah (1-16) 


It would not be difficult to refine the analysis to remove this restriction; this is not 
done here because Eq. (1-16) is well satisfied in the applications intended, and because 
the refined analysis leads to lengthy formulas in the case of vibrations. 

The approximate theory can be checked versus Ref. 4 by comparing the respective 
values for the effective width. The values shown in Table A apply for a typical case* 
h/a ~ 0,011, l/h ~ 35. 


* The parameters used in the symbols of Ref. 4 are: k = 10~%, I/7a@ = 0,050. 
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Table A. Comparison of Values of the Effective Width b 


i 
Pe! 2 | 3 | 4 | 5 | 6 
Fe sie ecg a lm ail 
Oe aa 0,1718 | 0,1662 | 0,1609 | 0,1527 | 0,1441 
Eq. 1-6: b/a = 0,158 for all values of n 


The differences are of the order of 10°. However, the moment of inertia and section 
modulus of the effective section are very insensitive to changes in the shell area included, 
and the final effects on the stress and deflection are much smaller than 10%. 


II. Space Periodic Vibrations of an Infinitely Long Shell with 
Equidistant Stiffening Rings 


The modes of vibration of the shell considered in this section are those where all 
stiffening rings have mutually identical displacements wy, v7, such that the displace- 
ments of the shell panels of length { between rings will be repetitous with period 1, 
and the stiffening rings will neither twist nor displace in the longitudinal direction z. 

If the stiffening rings are very closely spaced one can use the obvious approximation 
of treating the stiffener and the adjoining shell of width | as a ring of solid section of 
moment of inertia J,, giving the fundamental bending frequencies 


EI, n?(n? — 1)? 
mM, a4 n? + 1 


O* = (2-1) 


In this equation m, is the total mass of the ring and the adjoining shell of width {, 


m, =m +1m, (2-2) 


where: 
mz is the mass of ring per unit of length, 
m, is the mass of the shell per unit of surface area. 


This simple concept not only neglects the inertia forces due to the relative displacements 
Aw, Av of shell and rings but also assumes that the effective width of the shell is 6 = {/2. 
From the knowledge concerning the effective width in the static case one can conclude 
that the above equation might be a reasonable approximation for very close spacing 


of stiffeners, {<< 2|/ah, but not for the cases of prime interest, { > 2|/ah. It is 
interesting to note, however, that regardless of the value of | Eq. (2-1) gives always an 
upper limit for the actual value w?, because this equation can be derived from Raleigh’s 
method from an assumed approximate shape of the mode in which all generators remain 
straight. 


To obtain better approximations for the range | > 2|ah, one can utilize the 
effective width concept developed in the static case. It is, however, in general not 
sufficient simply to use the value J of the moment of inertia for the effective section 
in Kq. (2-1), but an appropriately revised expression for Eq. (2-2) defining the mass m 
of the equivalent ring must also be used. The necessity for the revision of Eq. (2-2) will 
be shown by applying Raleigh’s method to the problem. 

Let V in the usual manner be the integral expression for the strain energy of the 
system in terms of the displacements u, v, w and their derivatives, and let 7’ be the 
kinetic energy 
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Le il al + Gall ++ (Sr) | em — wo? [ (wv + v? + w?) dm (2-3) 


where the integration includes all the masses of the system*. Any reasonable state of 
displacements w, v and w furnishes an approximation, and upper limit, for the funda- 
mental frequency 


) V 
Oe Ss 2-4 
J fw + v? + wt) dm ( ) 


Because of the periodicity, the integration in the present case includes one ring and a 
portion of the shell of length { only. 


The shape of the mode is assumed in the following manner: 


1. The radial and tangential displacements w (a, @), v (w, @) are those given by the 
approximate expressions for the static case. Eqs. (1-12 to 1-14). This implies that the 
longitudinal displacements vanish, u (x, 9) = 0. The assumption of the static state of 
displacement means that the effective width concept, and the value b, Eq. (1-2), apply. 
The strain energy V appearing in Eq. (2-4) for this state of displacement can there- 
fore be computed as the strain energy of a ring of ‘‘effective cross section‘ subjected to 
the displacements v7, wy of the ring. 


V = V (effective section) (2-5) 


2. The deformations of the ring of effective section are assumed to be inextensional, 
such that the mode shape becomes 


6 ants 
vy = —- sin nO wr = OC cosnO Uupp= 0 (2-6) 


where C is an arbitrary constant. 


To evaluate the integral in the denominator of 
Eq. (2—4) for the assumed mode consider Fig. 7, 
showing the effective section and its centroid at a 
distance c outside** the mean surface of the shell. 
Because of the assumed inextensional deformation 


CENTROID 


of the ring the strain at the centroid vanishes and L pe ewe se se 
the strain ez at the nominal junction of shell and a 
stiffener is equal to the distance ¢ multiplied by the OS OF SHELL 
curvature, : 
Fig. 7. 
Cannone c 
earn (ae + w1| = oe (n? — 1) wz (2-7) 
Substitution in Eqs. (1-12 to 1-14) gives 
Bae. Coa Up = —— Wy 
Cc 
w (x, 0) = wy — Aw =r {1 + (n® 1) (1 — 9 @]} (2-8) 


and after routine computations 


* The single integral sign is used for simplicity. 
** If the stiffener is located inside the shell ¢ would be negative. 
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Qn Der V2 
fw + v2 + w?) dm = my { (o +wiy)ad@O + 2m, | [ (eer — Aw) + vijadOdx 
0 . 0 0 
== (mz + a Im,) [w 4+ w) ado (2-9) 
0 


where 
(6) 


“ (n?—1) ® (2)|" ae a dx. (2-10) 


e=qerey fit +a oo 


The function © (x) and the parameter are defined by Eq. (1-4). Due to { > 2 Jah 
the approximations 


(/2 (oo) 
[owde~ [o@ dx => 
0 0 (2-11) 
(/2 (or) 
3 
[oe ()de~ [O@de mea 
0 0 
may be made, and Kq. (2-10) becomes* 
a } 1 i 1 5 
o= sry {item —opt aaa —pltt sce —n|t ew 


where B = 1,36/|ah. 
The frequency w,; of the stiffened shell can now be computed from Kq. (2-4) by 
substitution of Eqs. (2-5 and 2-9). 
5 V (effective section) 
oO a - - 
(mz + & f mg) J + w{) adé 


‘This expression can be compared with the one obtained from Raleigh’s method for 
a fictitious ring having the effective cross section and having a mass m per unit of 
lenght 


V (effective section) 


=m J (+ wi) add’ 


It is seen that the resulting frequency w; for the stiffened shell is equal to 
the frequency of a fictitious ring having the “effective section” as cross 
section, and the equivalent mass 

m=m +alm,. (2-13) 


The approximate frequency w; can therefore be found from the conventional equation 


* This equation is rather unhandy but can be approximated, if desired, for ranges of particular 
interest. If 3 < {/ Jah <4, and if c/a is small 


a~l+ “Shain (2.12a) 
If { is very large Eq. (B—12) can be simplified by using [~ o, 
2 
2 n? +] | a n? { 
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9 EI n®(n? — 1)2 
en ae (hie 1 (2-14) 


where J is the moment of inertia of the effective section anda —a + c the radius of 
the effective cross section of the ring. 

It is clear that Eq. (2-14) can be expected to be a good approximation only in 
those cases where the corresponding static theory holds and Eqs. (1-15 and 1-16) 
must therefore be satisfied. It is also necessary that the effects on the shell of local 
loads, in this case the inertia forces, are small. One can state qualitatively that this 
will be the case if the frequency w; is appreciably smaller than the frequency of a 
cylindrical shell of length { clamped on the edges. The frequency of such a shell being 
larger than the frequency w, of a clamped flat plate of length {, one can conclude that 
Eq. (2-14) will be applicable if 


oan | Eh 
(2 ay 


ar << @, = 6,5 - oa 
This crude condition* is sufficient but may be much too severe, particularly for small 
values of n. : 

It is interesting to note that the ratios of the frequencies w; of a stiffened shell 
for different values of n are not the same as for a ring because the value of the equi- 
valent mass m is a function of n. The equivalent mass m is larger or smaller than the 
actual mass m, depending on the coefficient «. If the stiffening rings are on the outside, 
c > 0 and therefore « > 1, and m is larger than m,. The coefficient @ differs more 
from unity as » becomes larger, as can be seen from Eq. (2-12a). The successive 
frequencies w; for a shell with outside stiffeners will therefore increase more slowly 
than those of a ring. The reverse applies for inside stiffening rings. 

For outside stiffeners m > m), and as J < J,, Eq. (2-14) gives necessarily a lower, 
and therefore a better value for the frequen y than Kq. (2-1). For inside stiffeners, 
where m < m,, Eq. (2-1) could give smaller, and therefore better frequencies than 
Kq. (2-14) if J,/m, < I/m. It appears, however, that such cases inherently require 
the violation of the condition (2-15). 


It is finally appropriate to discuss the ‘ 
displacements of the shell on which the S - 
proposed method is based. If the stiffeners = Taw 

-aw 


are on the outside of the shell the displace- 
ment wy; and the additional deflections 
Aw are in the same direction, Fig. 8a, 
while the opposite applies fro inside stiffe- 
ners, Fig. 8b. The coefficient @ is a mea- | 
sure of the change of the kinetic energy 
due to the additional displacements 4 w. 
a is larger or smaller than unity depend- 
ing on the relative directions of wy and Aw. The mode shape, Fig. 8b, seems at 
first rather unnatural because one does expect the inertia forces due to the mass of 
the shell to deflect the shell more than the rings. However, the present analysis 
applies for those cases where the local deflections due to forces acting directly on 
the shell are small enough to be unimportant, such that the deformation Fig. 8b 
produced by the “‘effective width” interaction controls. For high frequencies, ex- 


Fig. 8a. Fig. 8b. 


* The example in Section VI Table B seems to indicate good accuracy if ay is one-half or less 
than @,. 
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cluded by Eq. (2-15), the local effects will become important and the assumed mode 
shape Fig. 8b will no longer apply. It is in such cases that Eq. (2-1) will give smaller 
frequencies than Eq. (2-14). 


III. Infinitely Long Unstiffened Shells, and Finite Shells 
with Rings at the Ends Only 


The frequencies and modes of infinitely long cylindrical shells within the range 
in which the usual shell theories are applicable can be obtained without difficulty. 
These modes can be described by the wave number n and the half-wave length JL, 


TOL 5 
u = U cos n@ cos a pov 
5 4 My a 6 re 
v=VsinnO sin —— eu (3-1) 
5 i a 0) = 
w = W cosn@ sin ae eet 


Shells have three frequencies for each value of the parameters n and L. The three 
corresponding modes differ, having different ratios of the constants U:V:W. 

Tables of the three frequencies and of the corresponding values of the coefficients U, 
V and W can be found for n <6 and 1 < L/a < 10 in Ref. 5. It is noted here, for 
later reference, that these tables indicate that in the fundamental modes, excluding 
the case n = 0, two statements can be made: 


1. The coefficients satisfy the inequality 
Ug WG (3-2) 


indicating that the longitudinal motions are of small importance and might be 
neglected in approximate computations. 
2. The relation 
W—nV=~0 (3-3) 


is very closely satisfied. As the circumferential strain in the shell, Eq. (1-9), is pro- 
portional to W —nV, it follows that this strain and the corresponding stresses are 
unimportant and contribute little to the total strain energy of the shell. 

A solution for an infinite shell is applicable to a finite shell of length L, or a multiple 
thereof, if the boundary conditions agree with the behavior of the solution (3-1). An 


Fig. 9. Fig. 10. 


obvious, but useful case is the one of a shell of length L, Fig. 9, supported at the ends 
such that w =v = 0, while the longitudinal direct force NV, and moment M, also 
vanish. 
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The solution (3-1) for a finite shell, Fig. 9, and the method for stiffened shells 
developed in Sec. II can be combined to obtain the fundamental mode of a shell of 
length L supported by rings at the ends, Fig. 10. It is intended to treat cases L > > b 
such that the local deformations of the shell due to inertia forces neglected in Sec. II 
must be considered. The Ritz method will be used, assuming that the mode is a com- 
bination of two components, ®g and @,,. 

The component consists of the displacements w; and vy of the rings B (without 
twisting) given by Eqs. (2-6) and corresponding shell displacements, Eqs. (2-8), 
exactly as in Sec. IT. By Raleigh’s method one can find a nominal value wz for the 
frequency using the component ®g as mode shape. According to Sec. II one can 
compute this value wg from Eq. (2-14) using the effective moment of inertia J of the 
ring including a flange of width b on one side, and an equivalent mass 


L 


mp =p + G.. > Mt, (3-4) 


where mg is the mass of the ring and «@,, is found from Eq. (2-12b) because L is very 
large, L. = ce. 

The second component @, is a displacement of the shell as defined by Eq. (3-1) 
and simultaneous longitudinal displacements and twisting of the rings as required 
to maintain continuity with the shell. The value W in Kq. (3-1) is to be determined 
later while the ratios U/W and V/W shall be those for the fundamental mode of the 
infinitely long shell. The ratio (2-4) of potential and kinetic energies for this displace- 
ment can again be interpreted as the square of a frequency. Because the longitudinal 


dw ire ; 
displacements wu and the rotations — are small the contributions of the rings to the 


kinetic and potential energy are neglected,* making the energy ratio equal to w?, 
where w, is the fundamental frequency of the shell of infinite length, for the respective 
values of m and L. 

To use the Ritz method the energy expressions are required, and will be obtained 
in stages. The kinetic energy 7’ due to the component ® , of the displacement can 
be read directly from Eq. (2-9) using Eq. (2-6), but noting that there are two stiffeners, 


(Len Oe [(w + v? + w?)dm =w?C? Jz (3-5) 
where 
n?t] 
Jp=—>, —(2mp +a, Lm,)an (3-6) 
w is the frequency of the motion considered, and C the constant in Kq. (2-6). The 
potential energy Vg due to the displacement ® is simply 


V5e= oF? [(w? + v2? + w?)dm = wp? C? Jz (3-7) 


which relation is due to the manner in which wg was defined above. The simplicity 
of this equation is the sole reason for the introduction of the auxiliary frequency WB. 

The kinetic energy 7’, due to the component of the displacement ®, requires no 
explanation, except that the approximations U = 0, W = nV based on Kgs. (3-2, 3) 
were used. 


ono 3 (3-8) 


* These contributions could be retained, if desired or necessary, without fundamental difficulty. 
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where 
J. = ate 2 aLm, (3-9) 
The potential energy V, due to the displacement ®, is 
Vi, =o. Kd, (3-10) 


where w, is the fundamental shell frequency defined above. 

The potential energy V due to the combination of displacements ®, and ®, will 
be the sum of V,, Vz and of a coupling term V,g. No contribution to the coupling 
term can originate from any stress at any point if this stress vanishes in one of the 
two states ©, or ®g. The only contribution from membrane stresses can therefore 
come from circumferential ones, og. These stresses are substantial in the component 
@z for a distance of an order equal to the effective width from the rings. There are 
stresses og due to the displacement ®,, but they are small because of Eq. a 3), and 


in this location even smaller because these stresses are proportional to sin — . These 


small coupling effects, and additional ones due to small bending stresses in seis shell 
are neglected, such that the total strain energy becomes 


V =o, CO? Jp + a Wad 5: (3-11) 
The total kinetic energy is similarly 
Y= T, T+ rep, (3-12) 


where the coupling term 7'g, is however significant, and must be evaluated, 
Tp =10? (usa, + vp v, + wew,) dm = wo CWIz,. (3-13) 


The subscripts B and s in this equation indicate the displacements due to Og 
and @,, respectively. The rings do not contribute to 7’'g, because the relations 
Up =v, = w, = 0 apply for their displacements. The displacements of the shell due 
to @®, are given by Kas. (3-1); substituting Eqs. (3-2 and 3-3) they become approxi- 
mately 


We. ene 
v, = — sin nO sin —— == %) 


y n L 
(3-14) 


® Tt 
w, = WcosnO sin —— 


The displacements due to ®g are defined by Eqs. (2-6 and 2-8). Because the 


length L is large, L >> ah, the term ® (zw) is very small, except close to x = 0 
and x = L where w, is very small, and ® (x) can therefore be dropped from Eq. (2-8) 
for the present purpose. Thus 


a) 


0B Bs sin nO 
: (3-15) 
Up =C E shee (n? —1)| cos nO. 


Substitution and integration gives finally 


2 | ' 
Jz, =alm, E met + — (n? — 1) (3-16) 


n2 
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The energy expression 7’ — V is a quadratic function of the parameters C and W. 
Minimizing this expression in the usual manner leads to the simple frequency equation 


[$2 —1] [2 -1] = 6 (3-17) 


whose lower root @ = w,p is the desired approximate frequency of the shell of finite 
length, Fig. 10. The non-dimensional coefficient 6? is defined by 


Jp? 2Lm cn? (n? — 1) 
2 Bs 3 s f> ade ee Se 
a JpJ, 2*(2mp +a, Lm’) [2 % a(n? +1 ; (3-18) 


The shape of the mode can be found from the ratio 


(3-19) 


W 2aF7 con® (n? — 1) 
Co a2 (ei =a, l 


a(n? +1) |" 


It can be shown that Eq. (3-18) gives necessarily 62 < 1, and that the lower root of 
Kq. (3-17) is necessarily smaller than the smaller of the two auxiliary frequencies w, 
and wg. It is also useful to know that in case one of the two frequencies w, and wz 
is much larger than the other, the lower root of Eq. (3-17) is nearly equal to the 
lower of the two auxiliary frequencies w, and wz. 


IV. Shells with Diaphragms and Intermediate Stiffeners; Finite Shells 


The results of Secs. IJ and III can be combined to obtain the frequencies of infinitely 
long shells, Fig. 11, with equidistant diaphragms (or bulkheads) and intermediate stif- 
feners. These diaphragms, deemed to be massless, are devices enforcing the conditions 
w =v = 0, but exert no other restraints, such 
that without the intermediate stiffeners the 
modes Eqs. (3-1) would apply. The frequencies 
found in this manner are valid also for finite 
shells of length L if the end conditions are ee 
suitable. PROFILE 

It is known from Sec. II that the state 
of stress and the deformations in the vicinity 


RING STIFFENER 


7— BULKHEAD 


BULKHEAD 


Fig. 11. Fig. 12. 


of a stiffener are well described by the static case. It is therefore assumed that the 
displacements of the shell will be those for the fundamental mode of the unstiffened 
shell, Eq. (3-1), modified locally by additional displacements Aw, Eqs. (2-8). The dis- 
placement profile of the shell is indicated in Fig. 12 for a section of the shell of length 
L/2. It is assumed that the amplitude of the displacements of the rings vary in the 
longitudinal direction such that the displacement of the ring at « = i { will be 

oe 
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Pe) 
Wi; = Wy, Sin ae 
(j =1,2,...) (4-1) 
1 ey) 
UL, = fe Wy Sin eco 
ey ‘ L 
where wy = C cos n@ is the radial displacement of the ring at « = >, and NV = .D)G 


Because the strains at the junction of ring and shell will vary as sin “ , the deviation 


Aw, of the shell from the shape W cos n@ sin “= near the stiffener at x = j! will also 


contain this factor, 
bg 


Aw, = Aw sin ~ (4-2) 
where w is given by Eq. (2-8). 
Rayleigh’s method gives the frequency in the form 
3 Va 
or (4-3) 


J (w? + v2 + w?) dm 


where the strain energy V and the value of the integral must be found for the assumed 
mode. 

The stresses in the shell and attached stiffeners can be obtained by superposition 
from the stresses o, in an unstiffened shell of displacements Eq. (3-1), and the stresses 
o; in the rings and adjacent portions of the shell as obtained in Sec. J when considering 
the effective width concept. The entire strain energy is the sum of the strain energy V, 
due to the stresses o, alone, the strain energy V; due to the stresses o7, and coupling 
terms. The strain energy V; of the ring at x = L/2 and of the adjacent shell due to the 
stresses o7 is the strain energy of a ring of effective cross section. Because of Eq. (4-1) 


the strain energy of any one of the other rings is sin? at V7, such that the entire strain 


N 
energy due to o7 becomes* a V;. The only membrane stresses in the shell which can 


give rise to coupling terms are the circumferential stresses og in the vicinity of the 
rings due to the effective width action which will do work on the circumferential strains 
éo due to the stresses o,. These strains, however, are quite small because of Eq. (3-3) 
and the resulting coupling terms are also small and will be neglected. The only other 
coupling effect is due to longitudinal bending stresses and strains which are also neglec- 
ted because the bending effects due to the displacements Eq. (3-1) are unimportant if 
n is small. Neglecting further the small contributions to the strain energy due to twisting 
and lateral bending of the stiffeners, Eq. (4-3) becomes 
Oo? = —— Be Ce eee “ “gees came = 
| (u2 + v2 + w?) dm oS | (u? + v2 + wt) dm (4-4) 


The denominator expressions in this equation can be evaluated in the manner used 
in the case of Hq. (2-9). Neglecting again contributions from twisting of the stiffeners, 
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the first fraction, suitably arranged, can be interpreted as the square of the fundamental 
frequency w, of a fictional unstiffened shell having an equivalent, mass 


1 my 
n= = |} m, + | (4-5) 
where «@ is defined by Eq. (2-12 or 12a), while 


= Cc 2 
a= F prefer i sa 1). 


(4-6) 


The frequency w, can be conveniently taken from the tables of Ref. 5. 


The last term of Eq. (4-4) can be interpreted as the square of the frequency wy, 
Kq. (2-14), for a fictional ring having the effective cross section and the equivalent mass 
given by Eq. (2-13). The frequency « of the stiffened shell can therefore be computed 
very simply from the frequency of a fictional unstiffened shell, and of a fictional circular 
ring, 


2 ap? 2 
a" = WwW, + o;- 


It may be noted that the dependency of the two terms w,? and w;? on the mode 
number differs. For the same value of L the ring frequency w,; increases very rapidly 
as ” increases, while the shell frequency w, varies comparatively little for the low values 
of x to which the solution presented is applicable. As a result, the effect of the longitu- 
dinal wave length LZ on the frequency o is insignificant if n is large, and in such cases 
the frequency w; for L = o is already a satisfactory approximation. 

It is evident that the proposed procedure can not be expected to give useful results 
unless the various approximations made are reasonable for the specific shell considered. 
It is therefore necessary that the restriction Eq. (2-15) is satisfied, and that neglecting 
of the effects of the twisting of the ring stiffeners is reasonable, which may require a 
qualitative investigation. 


V. Finite Shells with Intermediate Stiffeners and End Rings 


The results of the previous section may be used to find the frequencies of finite shells 
of length ZL or multiples thereof, provided the edges are appropriately supported, such 
that w = v = 0 at the edges. It is also 
possible to treat cases of shells with alk 
end rings, Fig. 13, where these condi- 
tions are not satisfied, by utilizing the 
results found in Sec. III for unstiffened 
shells with end rings. By assuming the 
shape of the mode to be the one per- 
taining to the value C/W given by Kq. 
(3-19), with local modifications A w near 
the intermediate stiffening rings, the 
frequency can be computed by Ray- 
leigh’s method. It is found that the fre. 
quency is given by a modification of 
Kq. (4-7), Fig. 13. 
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o> = 0%, + "oj. (5-1) 


In this equation wy is the frequency Eq. (3-17) of a shell with end rings having an 
equivalent mass m, given* by Eq. (4-5). The frequency wy is the frequency of the ring 
of effective cross section having the equivalent mass given by Kq. (2-13); wis a number 
which is less than unity, but more than the ratio of the mass of the shell and of the 
intermediante stiffeners to the total mass. u is near unity, except if the frequency wz 
occurring in Eq. (3-17) is very much smaller than ws; excluding this unlikely case one 
can use approximately wu = 1, resulting finally in 


w? = o%, + w3. (5-2) 


The successive steps for the computation of the frequency are as follows: Using Eq. (4-5) 


els} =r es 
Op COG 
where " s 
Im, cn* (n® — 1) 
pa 2 E f a(n? + 1) | : ee 
a? [ms + 7" 2.51] 


The distance ¢ in this equation is the excentricity of 
the effective section of the end ring, Fig. 14. 

The frequency w,in Eq. (5-3) is that of an unstiffened 
finite shell of mass m,to be taken from Ref. 5. The value 
wp is the frequency of the end ring, the moment of inertia 
of which is adjusted to include one flange of effective 


width 6 = 0,74 |/ah, and the mass of which is increased 
to the value 


oo ela 
o 
ol 


= L 
mMp=mMmp+-> aM. (5-5) 


Fig. 14. It should not be overlooked that in computing @ and 

a from Eqs. (2-12) and (4-6), respectively, the value c 

is the excentricity for the intermediate stiffeners, while when computing @,, from Eq. 
(2-12b) for use in Eq. (5-4) the excentricity for the end ring c = c must be used. 


The value w,; in Kq. (5-2) is the frequency of the intermediate stiffening ring including 
two flanges of effective width b, and having an equivalent mass 


m =m + alm,. (5-6) 


It must be stressed that the procedure outlined in this section implies that the end 
rings oscillate in their own plane only; if the end rings also twist appreciably and/or 
move in the longitudinal direction the above analysis does not apply. 


* Note that this equivalent mass m, must also be used as value m, in Eq. (3.4) for mg. 
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VI. Comparison with Reference 1 and with Test Results 


The frequencies obtained by the approximate method outlined in Sec. II for the 
case of space periodic vibrations of an infinitely long shell with equidistant stiffening 
rings can be compared with the results of the analysis by Gondikas, Ref. 1. The latter 
is based on a solution of the differential equations for thin shells and is therefore expected 
to be much more accurate than the approximate theory presented here. 


EFFECTIVE CROSS SECTION: 


b 
c=0.125" 


NOT TO SCALE 


a=722" 


Fig. 15a. Fig. 15b. 


A typical cross-section of the steel shell and of the stiffeners is shown in Fig. 15a. 
The significant dimensions of the shell considered are h = 0,066 in., a = 7,22 in., and 
the stiffener spacing is | = 2,27 in. The effective width b of the flanges to be included in 
the ring cross-section is, Eq. (1-6), 


b = 0,74 Jah = 0,51 in. 


The effective section of the rings is shown in Fig. 15b. The location of the centroid of 
the effective section, its radius a and its moment of inertia J are now found in a routine 
manner, ¢ = 0,125 in., a = 7,345in. and J = 0,00489 in.*. The mass m, of the shell 
per unit of area, and the mass my of stiffener per unit of length are 


104m, = 0,483 lb. sec.*/in.* 
10* my; = 0,280 lb. sec.?/in.? 


Using the above data Table B shows the values of the coefficient a, of the mass m 
and of the desired frequency w;, computed for n = 2 to 6 from the simple Eqs. (2-12a), 
(2-13) and (2-14), respectively. It was pointed out in Sec. II that the frequencies ob- 
tained can only be expected to be good approximations if the values lie sufficiently 
below the limit given by Eq. (2-15). In the present case this requires 

hon eee 
[2 ie ~ 16700 radians per sec. 


s 


ar << 6,5 


As this limit is only about one third larger than the value w; found for n = 5 in. Table B, 
it must be concluded that the analysis no longer applies for n > 5. The values for n > 5 
must be expected to be appreciably in error, but the frequencies for n < 5 should be 
reasonably close. This expectation is confirmed by the comparison with the results of 
Ref. 1, shown in the last line of Table B; the error up ton = 4 is less than 4%. Table B 
confirms therefore the validity of the approximate theory within the range limitation 
of Eq. (2-15). 
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Table B. 
rane ee 
Ni 2 3 4 5 6 

ee ee 
a 1,086 1,194 1,345 1,539 1,776 

104 m (Ib. sec.?j 1.) 1,471 1,590 1,755 1,968 2,228 
Frequency wy, (rad. per sec.) 1570 4270 7810 11950? 16500? 
From Ref. 1, o = 1560 4230 7530 10950 | 138600 


Using test data obtained at the David Taylor Model Basin, US. Navy, a comparison 
of experimental and computed frequencies was made for a ring stiffened shell the ends 
of which were supported by heavier end rings. The stiffened shell, Fig. 16, was carefully 


| a=13.5" 


iil. OF CYLINORICAL SHELL 
Fig. 16. 
machined from a thick steel tube. Table C gives the observed frequencies, and the 
computed ones, using the method outlined in Section V. The limit for the validity of 
the theory in the present case, computed from Kq. (2-15), is: f<< 1630 cycles/sec. 
Experimental data are available only for n = 2 to 6, and they are all in the range of 


validity of the theory. It is seen that computed and experimental values are in good 
agreement. 


Table C. Frequencies f in cycles per second 


a 2 | 3 4 5 6 

| 
computed : f = 161 370 415 529 720 
observed: io Nis 346 407 526 726 


VII. Conclusions 


An approximate theory has been presented which permits the determination of the 
fundamental frequencies for n = 2, 3... of ring stiffened cylindrical shells of finite or 
infinite length. The theory is limited to frequencies up to the limit given by Eq. (2-15). 
Being an approximate theory for engineering purposes only, a limited accuracy, better 
than 10° can be obtained. 
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To cover cases of finite shells where the end supports do not justify the assumption 
of absolute rigidity, Sec. V treats the case of finite shells with end rings. The dynamic 
rigidity of the end rings for small », particularly n = 2, is much less than one might 
expect, and any assumption of absolute rigidity should be carefully verified. 

The theory is confirmed by comparison with an available refined theory for shells 
of infinite length Ref. 1, and with experimental frequencies for finite shells. 

The approximate theory is also applicable to shells of infinite length in a fluid. To 
account for the fluid it is only necessary to include in the analysis the effect of the virtual 
mass of the fluid given for this case in Ref. 3. 
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Beseitigung von Restspannungen in Fachwerken durch Belastung 
Von F. Chmelka, Wien 


Zusammenfassung. Werden statisch unbestimmte Tragwerke uber die Elastizitatsgrenze 
hinaus belastet, so weisen sie nach Entlastung im allgemeinen Restspannungen auf. Es wird die Frage 
erértert, ob man diese Restspannungen bei Fachwerken dadurch beseitigen kann, daB man die 
urspriinglich gegebene Belastung im entgegengesetzten Sinn und mit einem geeigneten Faktor 
multipliziert erneut aufbringt und wieder entlastet. Es zeigt sich, daB dies nur bei einfach statisch 
unbestimmten Fachwerken gelingt, wahrend schon bei zweifach statisch unbestimmten Fachwerken 
im allgemeinen neue Lasten hinzugenommen werden miissen. 


1. Mit Fragen, welche Restspannungen nach plastischen Verformungen, oder tiber- 
haupt Eigenspannungen betreffen, haben sich schon H. Bleich, A. und L. Féppl, 
E. Melan, W. Prager* und viele andere beschaftigt, und auch die im folgenden 
behandelten Fragen sind da und dort zwar gestreift, aber kaum ausfiihrlich behandelt 
worden. 

Wir wollen hier nur Fachwerke betrachten, und zwar ideale Fachwerke, deren 
Stabe aus ideal plastischem Material bestehen. Bis zur FlieBgrenze gilt also das 
Hookesche Gesetz, eine Uberschreitung der FlieBgrenze ist nicht méglich. An der 
FlieBgrenze kann, soweit es die auBeren Umstande gestatten, jede beliebige Form- 
anderung eintreten. Die Entlastung aus dem FlieBbereich erfolgt nach dem Hookeschen 
Gesetz. Im folgenden sei weiter vorausgesetzt, dai Zug- und Druckflieigrenze dem 
Betrag nach gleich hoch liegen und sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. 


a * Siehe z. B. W. Prager, Probleme der Plastzitatstheorie, Birkhauser, Basel 1955, wo sich noch 
weitere Literaturhinweise finden. 
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Restspannungen nach plastischen Verformungen kénnen nur in statisch unbestimm- 
ten Fachwerken auftreten und entstehen dadurch, da8B die Stabe durch irgendeinen 
Belastungsvorgang plastisch gedehnt oder zusammengedriickt wurden und nach 
Wegnahme der Belastung nicht mehr ihre urspriingliche Lange annahmen. Bei einem 
statisch bestimmten Fachwerk stort das nicht; bei einem statisch unbestimmten 
Fachwerk jedoch passen die Langen der tiberzdhligen Stabe im allgemeinen nicht 
mehr in den Verband. Wiirde man diese Stabe durchschneiden, dann wiirden an den 
Schnittstellen Liicken oder Uberschiebungen auftreten, die in den undurchschnittenen 
Staben durch Krafte verhindert werden. Diese Krafte wirken sich auch auf die tibrigen 
Stabe aus. Fiir ein n-fach statisch unbestimmtes Fachwerk seien diese Krafte in den 
iiberzahligen Staiben mit X{... X% bezeichnet. Ist S,, jene Kraft, die im Stab p des 
Grundsystems auftritt, wenn dieses an der Schnittstelle des Stabes 1 mit zwei gegen- 
gleichen Kraften von der Gré8e 1 (kurz: mit X, = 1) belastet wird und haben S,, usw. 
die entsprechende Bedeutung, so gilt fiir die Stabkraft, die im Stab p des unbestimm- 
ten Systems nach der Entlastung zuriickbleibt 


S;, mie Sy, Xi. (1) 
=1 


Wir wollen uns im folgenden mit der Frage befassen, ob und wie man einen solchen 
Restspannungszustand durch eine geeignete Wiederbelastung des Fachwerks und nach- 
folgende Entlastung beseitigen kann. 

Wir setzen stets voraus, daB bei Druckbeanspruchung keine Knickerscheinungen 
auftreten, daB also knickgefahrdete Stabe, solange der fiir sie kritische Belastungszu- 
stand andauert, etwa durch seitliches Festhalten am Ausweichen gehindert werden. 

2. Wir betrachten zunachst ein einfach statisch unbestimmtes Fachwerk. Ob inner- 
lich oder auBerlich statisch unbestimmt, ist gleichgiiltig, denn wir konnen ein auBerlich 
statisch unbestimmtes Fachwerk immer auch als innerlich statisch unbestimmt auf- 
fassen, was wir im folgenden auch stets tun wollen. Das Fachwerk sei mit einer Anzahl 
Lasten belastet, die wir unter der Bezeichnung P zusammenfassen. Diese Lasten sollen, 
in gleichen Verhaltnissen zueinander bleibend, langsam anwachsen (proportionale Be- 
lastung). Wir driicken dies dadurch aus, daB wir die jeweilige Belastung mit « P bezeich- 
nen und annehmen, da uw, von null beginnend, langsam zunimmt, bis in einem Stab 
FlieBen einsetzt. Wir setzen voraus, daf dies ein Stab sei, der als iiberzahlig be- 
trachtet werden kann, da sonst das Fachwerk einstiirzen wiirde. Wir bezeichnen diesen 
Stab mit a, seine Stabkraft an der FlieBgrenze sei X°. Nach den im Abschnitt 1 gemach- 
ten Voraussetzungen flieBt dann derselbe Stab in entgegengesetzter Richtung, wenn die 
Stabkraft den Wert — X° erreicht. 

Mit dem bloBen Erreichen der FlieBkraft X° bricht das Fachwerk im allgemeinen 
noch nicht zusammen, sondern wir kénnen die Belastung noch so lange weiter 
steigern, bis ein weiterer Stab zum FlieBen kommt*. 

Im folgenden wahlen wir als Grundsystem (GS) jenes Tragwerk, das wir erhalten, 
wenn wir den Stab a durchschneiden. Es bedeutet: 


S, die Stabkraft im Stab p des unbestimmten Systems, wenn der Stab a bereits 
flieBt, 

S> die Stabkraft im Stab » des unbestimmten Systems, wenn das Hookesche 
Gesetz als unbeschrankt giiltig angenommen wird, 


Belastung méglich ist, da das Hintreten eines neuen Stabes in den FlieBbereich zur Entlastung eines 
vorher flieBenden Stabes fithren kann. Wir wollen hier jedoch auf diesen Fall nicht eingehen. 
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S,p die Stabkraft im Stab p des GS infolge der Belastung P, also fiir (esl, 
Re die Stabkraft im Stab p des GS, wenn dieses an der Schnittstelle des Stabes 
a mit X, = 1 belastet ist, 
Xp die Stabkraft im Stab a des unbestimmten Systems infolge der Belastung 
P (uw = 1), wenn das Hookesche Gesetz als unbeschrinkt giiltig ange- 
nommen wird, 


Analog sind die spiter verwendeten Bezeichnungen 56: Sos, SaQ) S,P, A219. USW. ZU 
verstehen. Durch den oberen Index 0 wird eine FlieBkraft gekennzeichnet, dureh den 
oberen Index r eine Restspannung. 

Solange noch alles elastisch ist, gilt fiir die Stabkraft im Stab p des unbestimmten 


Systems infolge der Belastung « P 
S> = eS>p HENS WX gp (2) 


Diese Gleichung gilt bei steigender Belastung bis zu einem Wert ,, der gegeben ist durch 


Ho X yp Pe a 
x 
also My = Xp (3) 


Fir yu = py flieBt der Stab a und es gilt fiir die Kraft im Stab p 
S, = »wS,p + S,, X°. (4) 


Diese Gleichung gilt auch fiir den Stab a, denn es ist S,p = 0, S,, = 1. 

Wenn wir nun das Fachwerk aus dem durch Gl. (4) gegebenen Zustand vollstandig 
entlasten, so geht dies in vollkommen elastischer Weise vor sich. Wir haben von den 
Stabkraften gemaB Gl. (4) jene Werte der Stabkrafte abzuziehen, die sich fiir denselben 
Wert von wu wie in Gl. (4), aber bei unbeschrankter Giltigkeit des Hookeschen Gesetzes 
ergeben wiirden. Diese Stabkrafte sind durch Gl. (2) gegeben, die jetzt auch fiir wu > py, 
als giiltig anzusehen ist. Die Differenz stellt die nach vollstandiger Entlastung in dem 
Fachwerk verbleibenden Restspannungen dar: 


S, = 8S, — 8p = Syq (Xq — mw Xp), fiir w = My. (5) 
Fiir den Stab a ist die Restspannung 
So = Xe = Xi — 4 Xop, (6) 
so daB wir fiir die Reststabkraft im Stab p auch schreiben kénnen [vgl. Gl. (1)] 
Sp = Soa Xa- (7) 


Wir fragen nun, ob dieser Restspannungszustand durch eine geeignete Wiederbe- 
lastung und nachfolgende neuerliche Entlastung wieder zum Verschwinden gebracht 
werden kann. Es ist zu erwarten, daB dies gelingt. Denn die Restspannungen nach 
Gl. (5) sind dadurch entstanden, daB der Stab a wahrend des Belastungsvorganges 
plastisch gedehnt (oder gestaucht) wurde und da diese Dehnung bei der nachfolgenden 
Entlastung nicht mehr vollstandig zuriickging. Es mu8 daher méglich sein, durch eine 
entsprechende Gegenbelastung eine neuerliche plastische Verformung des Stabes a und 
zwar im entgegengesetzten Sinn wie vorhin zu erzielen, so da der Stab nach abermaliger 
Entlastung wieder ohne Zwang in das Fachwerk hineinpaft und somit der urspriingliche 
Zustand wiederhergestellt ist. 
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Wir sehen zu, ob wir unser Ziel mit derselben Lastgruppe P erreichen, mit der die 
Belastung vorgenommen wurde, der Lastfaktor sei jetzt uw. Wir setzen zunachst voraus, 
da® die Restspannungen samtlich im elastischen Bereich liegen. Sofern ~ noch ent- 
sprechend klein ist, sind dann noch alle Stabe elastisch verformt und es gilt fiir die Kraft 


im Stab p 

Sp = Sp + WSs + Sou tt Xap, (8) 
oder, unter Verwendung von Gl. (7) 

Si = BS,p + Soa (4 Xap + Xa)- (9) 


Bei entsprechender Steigerung von. wird wieder FlieBen einsetzen, und wir setzen 
voraus, daB wiederum der Stab a als erster flieBe*, diesmal bei der Stabkraft — X?. 
Das FlieBen beginnt, wenn der Lastfaktor einen Wert j, erreicht, so dal 


Mo XP ar Xa aoe — x° 


ist, woraus wir, wenn wir fiir X/ seinen Wert aus Gl. (6) einsetzen und wenn wir 
ferner noch Gl. (3) beriicksichtigen, erhalten 


A as ; 
Meet ge ay Ue at allo (10) 


Wir sehen aus dieser Beziehung, dai fiir ~ = uy, also in dem Fall, wo bei der ersten 
Belastung nur so weit gegangen wurde, daf der Stab a eben zu flieBen beginnt, sich 
Myo = — My ergibt, daB also bei der Gegenbelastung bei derselben Lastinsitat ebenfalls 
FlieBen einsetzt. Ist dagegen uy < wu < 2 M,), dann ist uw, dem Betrag nach kleiner als 
My, a. h. bei der Gegenbelastung setzt das FlieBen schon friiher ein als bei der urspriing- 


lichen Belastung**. 
Wir lassen nun « dem Betrag nach iiber |u| anwachsen. Dann geht Gl. (9) iiber in 


5, = #S,p — Sy, X°. (11) 


Entlasten wir aus diesem Stadium, so geht die Entlastung wieder vollkommen elastisch 
vor sich, d. h. wir haben von Gl. (11) die Stabkraft 


oe ire Sp ate S xa ll X oP (12) 


abzuziehen. Wir erhalten dann die Restspannungen, von denen wir verlangen, daB sie 
fiir samtliche Stabe verschwinden sollen 


Si = 8, — 8 = — 8 (xX. a te) = 0. (13) 
Damit dies der Fall ist, mu gelten 


>0 
XG 


Ba > eeaiNs (14) 


‘ain bag 


* Es zeigt sich, daB dies zutrifft, falls « den Wert , nur innerhalb gewisser Grenzen iibersteigt. 
Aber auch wenn bei der Wiederbelastung der Stab a nicht als erster zum FlieBen kommen sollte, 
iindert dies nichts an unserem Endergebnis (s. etwa Prager, a.a.O.). 


** Der Fall, daB ju > 2 wy ist, wird in Abschnitt 4 behandelt. 
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Ks ist bemerkenswert, da8 dieser Wert ginzlich unabhangig ist von mu. Die Last- 
intensitat, welche die Restspannungen zum Verschwinden bringt, ist gleich und ent- 
gegengesetzt jener Lastintensitat, bei der urspriinglich zum ersten Mal die FlieBgrenze 
erreicht wurde; sie hingt jedoch nicht davon ab, wie weit iiber diesen Punkt hinaus 
belastet wurde. Die Restspannungen, die nach der urspriinglichen Belastung verbleiben, 
sind sehr wohl von yu abhangig [s. Gl. (5)], aber auch der Wiedereintritt des FlieBens 
unter der Gegenbelastung erfolgt um so friiher, je gréBer « war [s. Gl. (10)]. Damit ist 
gewissermafen mehr Zeit vorhanden, um die bei gréSerem « vorhandenen gréReren 
Restspannungen abzubauen. 

Auch Gl. (11) scheint im wesentlichen gleichartig gebaut zu sein wie Gl. (4) und 
erweckt den Anschein, als ob es bei der Gegenbelastung, sofern einmal FlieBen einge- 
setzt hat, ganz gleichgiiltig ware, ob Restspannungen vorhanden waren oder nicht. Es 
ist jedoch zu beachten, daB, sofern u > py ist, nach dem eben Gesagten Gl. (11) schon 
frither gilt als Gl. (4). Erst wenn « dem Betrag nach den Wert 1. iiberschreitet, haben 
die beiden Gleichungen nichts mehr vor einander voraus, denn dann sind die Rest- 
spannungen bereits abgebaut*. 

3. Wir haben im vorigen Abschnitt zur Herstellung des urspriinglichen Zustands des 
Fachwerks wieder die Lastgruppe P verwendet. Dies ist nicht unbedingt notwendig; 
wir koénnen vielmehr auch eine andere Lastgruppe Q in Form proportionaler Belastung 
aufbringen. Wir miissen nur voraussetzen, da bei dieser Belastung wieder der Stab a 
als erster zum FlieBen kommt und daf bis zum Ende des Belastungsvorganges kein 
weiterer Stab zu flieBen beginnt. Bezeichnen wir den Lastfaktor jetzt mit v, so ist, bei 
analoger Bezeichnung wie vorhin, die Kraft im Stab p am Ende der Wiederbelastung 


S : = 98 pQ S D 
Bei unbeschrankter Giltigkeit des Hookeschen Gesetzes hatten wir 


Xo, (15) 


a 


Ss; = 1 S59 nd PX oP (16) 


Subtraktion der beiden Ausdriicke liefert die Restspannung, die fiir alle Stabe ver- 
schwindet, wenn gilt: 


ti <— 
= — Kea, . (17) 


Es ergibt sich also ein ganz gleichartiger Ausdruck wie Gl. (14). 


Man kénnte natiirlich als Gegenbelastung auch eine Belastung wahlen, unter der 
irgendein anderer Stab 6, der an Stelle von a als tiberzahlig betrachtet werden kénnte, 
zum FlieBen kommt, und diesen Stab so lange bleibend verformen, bis nach Entlastung 
keine Restspannungen mehr zuriickbleiben. Dann hat jedoch das Fachwerk nach der 
Entlastung nicht mehr die urspriingliche Gestalt, denn es sind jetzt zwei Stablangen, 
die von a und die von J, bleibend veraindert worden. Wir wollen dies hier jedoch nicht 
weiter verfolgen. 

4. Wir wollen noch kurz den Fall betrachten, daB die plastische Verformung des 
Stabes a unter der Stabkraft X° am Ende des Belastungsvorganges « P so weit ging, 


*W. Prager bringt in dem eingangs erwihnten Buch eine sehr tibersichtliche geometrische 
Darstellung der Spannungszustande in einem einfach statisch unbestimmten Fachwerk, die auf den 
Russen Rzhanitzin zuriickgeht. An Hand dieser Darstellung kann man die verschiedensten Be- 
lastungs- und Entlastungsvorginge anschaulich verfolgen, und sie gab auch die Anregung zu den 
vorliegenden Betrachtungen. Fiir mehrfach statisch unbestimmte Tragwerke und mehrparametri ge 
Belastungszustinde verliert die Darstellung jedoch bald an Anschaulichkeit und die Belastungs- 
und Entlastungsvorgiinge kénnen dann nur mehr rechnerisch verfolgt werden. 
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daB dieser Stab nach Wegnahme der Belastung blo8 infolge der Restspannung neuerlich 
zum FlieBen kommt, diesmal bei der Stabkraft —_X°. Die iibrigen Stabe sollen elastisch 
geblieben sein. Der kleinste Wert des Faktors u, bei dem dies eintritt, sei mit jo be- 
zeichnet und folgt aus Gl. (6) 


Xt Skog Xp = — XB, (18) 

zu 

, cS x 

Ye ee 2 [Mo 

[vgl. Gl. (3)]. Wir setzen also voraus, es sei w > 2m. Dann gilt Gl. (5) nicht mehr, 
sondern die Restspannung in irgendeinem Stab p ist jetzt, da X7 = — X} ist, gegeben 
durch 

s, =i 8, 2% (19) 


Bei der Gegenbelastung mit ~ P kann nun der Stab a nichts mehr aufnehmen, er bleibt 
an der FlieBgrenze — X°. Somit ist die Stabkraft im Stab p gegeben durch* 


Bi teas CaS wena (20) 


Die nach Entlastung verbleibenden Restspannungen ergeben sich wieder, indem wir 
von dieser Gleichung die Gl. (12) abziehen. Die Bedingung, da diese Restspannungen 
verschwinden, ist wiederum 


iG = —— eo — — Ho: (21) 


5. Wir wenden uns nun den zweifach statisch unbestimmten Fachwerken 
zu. Es ware zur Beantwortung der Frage, mit der wir uns beschaftigen, gar nicht not- 
wendig, immer, wie es oben geschehen ist, den allgemeinen Ausdruck fiir die Stabkraft 
in einem beliebigen Stab aufzuschreiben. Es wiirde geniigen, bloB die Krafte in den 
iiberzahligen Staben zu berechnen und die Bedingung dafiir aufzustellen, daB in diesen 
Staben nach der zweiten Entlastung keine Restspannungen verbleiben. Gema8 Gl. (1) 
gibt es dann auch in den tibrigen Staben keine Restspannungen. Wir wollen jedoch in 
diesem Abschnitt noch nach der bisherigen Methode verfahren, da sie einen besseren 
Hinblick in das Kraftespiel gibt. Erst im letzten Abschnitt wollen wir auf die etwas 
kiirzere Art verfahren. 

In dem nunmehr betrachteten zweifach statisch unbestimmten Fachwerk seien die 
beiden itiberzaihligen Stabe mit a und b bezeichnet. Wir betrachten zunachst den Fall, 
daB unter der Belastung uP nur der Stab a (bei der Stabkraft X,) flieBe und fragen, 
ob die nach Entlastung verbleibenden Restspannungen durch eine Wiederbelastung von 
der Form yu P beseitigt werden kénnen. 

Solange noch alles elastisch ist, ist die Stabkraft gegeben durch 


S;, =" Syp Say He ae + Spy w Xp. (22) 
Dies gilt so lange, bis uw X,p = X° geworden ist, also bis der Lastfaktor den Wert 


~~ 
Ba Se (23) 
erreicht hat. In diesem Augenblick ist die Stabkraft 
ee = bo SP aS og A Haan Xyp. (24) 


* Ks laBt sich zeigen da unter den von uns getroffenen Voraussetzungen unter der Gegenbe- 
lastung kein weiterer Stab zum FlieBen kommt. 
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Von jetzt ab verhalt sich das Fachwerk wie ein einfach statisch unbestimmtes Trag- 
werk, das mit der wachsenden Belastung uP und mit der konstanten Kraft X° im 
Stab a belastet ist. Wir denken uns fiir den Augenblick den Stab a durchschnitten und 
das verbleibende einfach statisch unbestimmte Grundsystem GS, mit den Lasten P 
(u = 1) belastet. Die dadurch im Stab 6 hervorgerufene Stabkraft nennen wir Xie. 
Belasten wir nunmehr das gegebene, zweifach statisch unbestimmte Fachwerk mit der 
Intensitat ~P = (u) + Ap) P, so wirkt sich die Laststeigerung Ay P auf alle Stabe 
mit Ausnahme von a aus und zwar als elastische Anderung der Stabkraft. Fiir den 
Stab p ist diese Anderung 


AS; = Ap S,p + Sy, Ap Xbp. (25) 

Dieser Wert tiberlagert sich der von der Belastung 1, P herriihrenden Stabkraft gemaB 
Gl. (24) und wir erhalten somit fiir uw = u° + Au 

S, = uSyp ser Sg x aS os (Mo Xyp ole Ap Xpp). (26) 


(Dies gilt auch fiir den Stab a, denn es ist S,p = S,, = 0, Sq = 1.) 


Die Entlastung geht nach Gl. (22) vor sich, die jetzt auch fiir ~ = uw, + Ay als giltig 
zu betrachten ist, und wir erhalten fiir die Restspannung im Stab p 


Sp = Spa (XQ — U Xap) + Sp, Ap (Xtp — XP), (27) 
was nicht anderes bedeutet als [s. Gl. (1) ] 
Ber ag At te Bg Xp (28) 


Wir wollen annehmen, daf diese Restspannungen alle im elastischen Bereich liegen 
und belasten neuerlich und zwar mit « P. Dann iiberlagern sich den Restspannungen 
zunachst elastische Spannungen von der Form der Gl. (22), wo bloB w durch uw zu er- 
setzen ist. Wir haben dann die Stabkraft 


S, = 8! + Si = GS,p + 8, [X° + (@ —p) XpP] + Sy (X$ + Xpp). (29) 


Nun soll wieder im Stab a FlieBen eintreten, und zwar unter der Stabkraft — X°. 
_ Dies wird fiir « = yu, der Fall sein, wenn 


, xy + (te — 2) Xe = — XY 
ist, und es ergibt sich wieder [vgl. Gl. (10)] 
= Po 
By = — xe = 2 hy = Ap — by. (30) 


Belasten wir iiber diesen Wert hinaus, bis 1 = “, + Ay, so bleibt im Stab a die Kraft 
_konstant und gleich —X°, wahrend sich in den iibrigen Staben die Krafte andern, 
und zwar gemaB Gl. (25), wo jetzt Mu durch Ay zu ersetzen ist. Wir haben dann 


S,, = BSpp —Soq X° + Soy (X5 + Mo Xop + Ap Xbp). (31) 


Wird nun gema Gl. (22) entlastet, wo w durch uw = wy + Ay zu ersetzen ist, so 
verbleibt die Restspannung 
Sande Clee Se i A eh Aa Xi). (32) 


Pp 


Setzen wir fiir Xj nach Gl. (27) und (28) seinen Wert ein, dann ergibt sich 
Si = — Sq (XQ + # Xap) + Sy (Ap + Ap) (Xop — Xp). (33) 


BH F. Chmelka: 


Nun ist aber, unter Anwendung von Gl. (30), 
x0 


a 


= My + Ap = Au —py + Au = Ap + Ap — XX - 


Somit gilt fiir das erste Glied der Gl. (3 ) 


X° 4 i X,p = (Ap + Ap) Xp. (34) 
Wenn wir also 
; x? 
arts = Sa 


wahlen, dann verschwindet in Gl. (33) sowohl das erste als auch das zweite Glied ; denn 
da X,p sicherlich ungleich null ist (sonst kénnte der Stab a nie an die FlieBgrenze kom- 
- men), mu8B gemaB GI. (34) dw + Ay verschwinden. Es sind daher die Restspannungen 
in allen Staben gleich null und zwar fiir denselben Wert des Lastfaktors wie fiir das 
einfach statisch unbestimmte System. 

6. Wir wollen nun annehmen, daB die Belastung « P des zweifach statisch unbe- 
stimmten Fachwerks so weit getrieben werde, bis die beiden tiberzahligen Stabe a und 6b 
unter den Stabkraften X° und X) flieBen. Diesmal sollen, wie schon am Anfang des 
Abschnittes 5 angedeutet, nur die Krafte in den iiberzahligen Staben berechnet werden, 
auf die es ja nach Gl. (1) allein ankommt. Sofern also bereits FlieBen eingesetzt hat, ist 


Pai Ay Souk. (36) 
wiahrend bei unbeschrankt elastischem Verhalten gelten wiirde 
Xo =u Xap, Ch = W Xpp. (37) 
Die Differenz ergibt die Restspannungen in den beiden tiberzahligen Staben: 
ky = XS Kp, X5 = X) — pw Xpp. (38) 


Lassen wir wieder die Gegenbelastung u P einwirken, wobei wir annehmen, da wieder- 
um die Stabe a und 6 flieBen und zwar unter den Kraften — X°, bzw. — X), und 
entlasten wir abermals, so verbleiben in den Staben a und } die Restspannungen 


wg = == (x? = u XqP); x = es? + ra Xp). (39) 


Damit die Restspannungen in samtlichen Staben verschwinden, miiBten diese beiden 
Werte gleich null sein. Damit der erste verschwindet, miiBte gelten 


oe dont oe (40) 


Soll gleichzeitig auch der zweite verschwinden, miiBte gelten 


xe XS | 
Xap Xie Sa | 
Dies wird nun im allgemeinen nicht zutreffen. Denn haben z. B. die Stabe a und b den 
gleichen Querschnitt und bestehen sie aus dem gleichen Material, so ist | X°| = |X|. | 
Das bedingt jedoch keineswegs, dafs auch | X,p|=|X,p| ist. Wir kommen also zu dem | 
trgebnis, da bei einem zweifach statisch unbestimmten Fachwerk, sofern unter der | 
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Belastung « P zwei iiberzahlige Stabe zum FlieBen gekommen sind, unter der einpara- 
metrigen Schar der Belastungszustinde « P im allgemeinen ke'ner geeignet ist, die 
Restspannungen zu beseitigen. 

Im allgemeinen Fall wird die Beseitigung der Restspannungen nur gelingen, wenn 
wir bei der Wiederbelastung zur Lastgruppe P eine zweite Lastgruppe Q hinzunehmen 
und die Wiederbelastung in der Form a P + »Q durchfiihren. Die Lastgruppe Q muB 
so gewahlt werden, daf bei stetigem Anwachsen der Betrige von und » schlieBlich 
in den Staben a und 6 FlieBen eintritt und zwar unter den Kraften — Xx}, baw. — X?. 
Bei unbeschrankt elastischem Verhalten wiirde gelten 


Xi =HXp+rX.q, X= pXp +7 Xo. (42) 

Dies von den FlieBSkriften — X°, baw. — X° abgezogen, ergibt fiir die beiden iiber- 
zahligen Stabe die Restspannungen 

Xe=— (K+ wXptyXe), Xb=—(XP+AXet FX). (43) 


Die Bedingung, dafi diese beiden Werte verschwinden, liefert zwei lineare Gleichungen 
fiir uw und »: 


uX yp + vX.q + X° = 0, 


= - (44) 
u Xyp a y XQ + X? ==) 
Sie liefern eine eindeutige Lésung, wenn die Determinante 
A = X,p Xiq — Xop Xue (45) 


nicht verschwindet. Ist jedoch 4 = 0, dann miissen, sollen Lésungen existieren, die 
beiden Gleichungen linear abhangig sein. Dann gilt aber 


: 2 0 
Xap XaQ at Xa (46) 
Xop Xs x 
woraus folgt 
cs x} 
Serr Sen 47 
Xap Xyp ( ) 


Wir sind damit bei dem durch Gl. (41) ausgedriickten Sonderfall. Wir konnen dann in 
Gl. (44) eine Unbekannte beliebig waihlen und die andere ausrechnen. Setzen wir etwa 
y = 0, so ergibt sich fiir ~ der Wert gemaB Gl. (40). Wir bendtigen also in diesem 
Fall die Lasten Q nicht. 

Ist A = 0 und sind aber die Gl. (46) nicht erfillt, dann haben die Gl. (44) keine 
Loésung und die betreffende Lastgruppe Q ist fiir unsere Zwecke ungeeignet. 

Wir setzen nun wieder voraus, es sei 4 + 0 und nehmen an, u* und »* seien die 
Lésung der Gl. (44). Setzen wir 


(48) 


= en xy ps 
Tn Wher t Rae, OP ap eX 


(49) 


Wir kénnen dies so auffassen, da wir damit die Gegenbelastung wieder auf eine 
einparametrige Schar von Belastungszustinden zuriickgefiihrt haben, die allerdings 


Ingenieur-Archiy XV/1—4 3 
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von der Form pu (P + Q) sind. Die Gl. (49) kénnen als die den Gl. (40) und (41) 
entsprechenden Gleichungen aufgefaBt werden, jedoch miissen in unserem Fall die 
elastischen Stabkrafte in den Staben a und b durch Hinzunahme der Lastgruppe 
gewissermafen zurechtgeriickt werden, damit die Gl. (41) erfiillt wird. Dies gibt einen 
Hinweis beziiglich des Weges, auf dem der Endwert der Wiederbelastung u* P + »* Q 
zu erreichen ist. Wenn wir die Betrage von ~ und » derart wachsen lassen, dai ihr 
Verhaltnis stets gleich dem durch Gl. (48) gegebenen Wert x ist, wenn wir also wieder 
streng proportionale Belastung durchfiihren, dann kommen wir jedenfalls zum Ziel. 
Die Wahl der ‘Lastgruppe Q ist damit natiirlich keineswegs eindeutig festgelegt und 
ist innerhalb der Grenzen, die aus den obigen Ausfiihrungen hervorgehen, noch weit- 
gehend frei. Wir erinnern in diesem Zusammenhang an das Ergebnis des Abschnitts 3, 
das zeigte, daB wir, um Restspannungen zu beseitigen, keineswegs an eine bestimmte 
Lastgruppe gebunden sind. 

(Eingegangen am 21. September 1960) 


Uber die Schwingungen des Zugseiles von Seilschwebebahnen 


Von E. Czitary, Wien 


Mit 17 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Bei Seilschwebebahnen mit Pendelbetrieb, deren Antrieb und Zugseil- 
spannvorrichtung in der Talstation untergebracht sind, entstehen oft heftige Zugseilschwingungen, 
die zu Uberschlagen des Zugseiles iiber das Tragseil fithren k6nnen. Um zu einer Abschaétzung der 
Uberschlagsgefahr zu gelangen, ist es notwendig, die Schwingungsvorgange in den einzelnen Seil- 
feldern in einem System von Differentialgleichungen zusammenzufassen. Zur Integration dieses 
Systems bedient man sich vorteilhaft einer Analogierechenanlage. Die gewonnenen Resultate liefern 
ein anschauliches Bild dafiir, unter welchen Verhaltnissen eine Uberschlagsgefahr besteht. 
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Abb. 1. Lingenschnitt und Schema der Zugseilfithrung einer Seilschwebebahn mit Pendelbetrieb. 
Antriebswindwerk und Zugseilspannvorrichtung in der Talstation vereinigt. Dabei sei bial 
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I. Allgemeines 


Bei Zugseilen von Seilschwebebahnen mit Pendelbetrieb werden oft  stirkere 
Querschwingungen beobachtet, die mitunter sogar zu einem Uberschlag des Zugseiles 
tiber das Tragseil fiihren kénnen, was dann eine Betriebsst6rung zur Folge hat. 

Sehr anfallig sind in dieser Hinsicht Bahnanlagen mit einem nach oben nur wenig 
hohlen oder nach oben gewélbten Langenschnitt, groBen Spannweiten zwischen den 
Stiitzen und einem in der Talstation mit der Zugseilspannvorrichtung vereinigtem 
Antriebswindwerk (Abb. 1). Geht hier ein voller Wagen talwarts tiber die mittlere Stiitze 
und wird die Bahn vom Antriebswindwerk aus gleichzeitig aus irgendwelchen Griinden 
abgebremst, so sind die Verhiltnisse fiir einen Zugseiliiberschlag besonders ginstig. 
Kine rechnerische Untersuchung dieses Falles ist erwiinscht, um unter Umstianden 
schon beim Entwurf einer Seilschwebebahn Anhaltspunkte fiir die Méglichkeit eines 
Zugseiliiberschlages gewinnen zu kénnen. 


Il. Vereinfachende Annahmen 


Um zu brauchbaren Ergebnissen zu gelangen, mu8B die rechnerische Untersuchung 
das ganze Zugseilsystem erfassen. Dadurch ist die Aufgabe kompliziert und es wird 
die Einfiihrung einiger vereinfachender Annahmen notwendig. Die Vereinfachungen 
werden aber so gewahlt, daB hiedurch die Ergebnisse auf der ungiinstigen Seite liegen. 
Diese Annahmen sind nun folgende: 

1. Fahrt ein Wagen itiber die Stiitze, so soll sich gleichzeitig und mindestens im gleichen AusmaB 
wie seine Zugwirkung auch die Umfangskraft an der Antriebscheibe andern. 

2. Eim Auspendeln der Wagenkasten in der Liangsrichtung, welches waihrend der schwingenden 
Bewegung des Zugseiles eintreten kénnte, bleibt auBer Betracht. Oft sind an den Wagen Schwin- 
gungsdimpfer vorhanden, die das Auspendeln teilweise unterdrticken. 

3. Bei den Querschwingungen des Zugseiles wird angenommen, da dieses die dem statischen 
Fall entsprechende Form beibehalt, welche genahert eine quadratische Parabel ist. 

4. Bei den gleichzeitig auftretenden Langsschwingungen des Zugseiles wird dessen Masse auf 
jene der Wagen und der Seilscheiben aufgeteilt. 

5. Wegen der stets schlanken Seilkurven werden die Wagenwege niherungsweise auf die 


Feldsehnen bezogen. 
6. Irgendwelche Daimpfungen bleiben unberiicksichtigt. 


Ill. Vorzeichenwahl 


Spannkrafterhéhungen im Zugseil und damit zusammenhangende Durchhangs- 
und Langenanderungen des Zugseiles in einem Seilfeld werden positiv gezahlt. 


IV. Vereinfachte Darstellung der Querschwingungen in einem Seilfeld 


Tritt in dem Seilfeld (Abb. 2), in 
dessen Mitte die Zugseilspannkraft 
S,, herrschen mége, eine Spannkraft. 
erhéhung um AS ein, welche durch 
die bewegliche Lagerung des Zug- 
seiles auf den Stiitzenrollen ermég- 
licht ist, dann nimmt die Horizontal- 
komponente der Seilspannkrafte 
H =S,, cosy den neuen Wert 
H+AH =(S,, + 48) cosy an und 
es vermindern sich die Durchhange 
z um Az. Ist g das Gewicht der Abb. 2 Querschwingungen in einem Seilfeld 

8* 
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Langeneinheit des Seiles, so kann man fiir ein Seilelement, dessen GrundriBprojek- 
tion dx sein soll, die Bewegungsgleichung in folgender Form anschreiben: 


dx 
cosy’ * 


q du d%(2— Az 

g cosy’ dt? 
Darin ist y’ der Winkel, den das betrachtete Seilelement mit der Waagrechten ein- 
schlieBt und der bei nicht sehr steilen Seilfeldern unbedenklich durch den Sehnen- 


Az) 
all 


I aC pees skein 


x 


winkel y des Feldes ersetzt werden kann. Bezeichnen wir demgema8 mit q’ = — ; 
dann nimmt obige Gleichung die Form an 


q’ 0% (2 — Az) 
g Or 


dy A : 
= (H + AH) 4 +9 


2 


Daraus folgt fiir ein ruhendes Seil, da in diesem Fall die linke Seite, 4H und Az 


Null sind, die bekannte Gleichung 
7 dz 
peep Se 


Diese fiihrt zu einem Durchhang in der Feldmitte vom Betrag 


ane} 
f=. (1) 


Wir kénnen nun auch die wahrend der Schwingungen des Seiles zu einem beliebigen 
Zeitpunkt entstehende Seilkurve als Kurve eines ruhenden Seiles mit der gedachten, 
iiber die Feldweite veranderlichen Belastung 


d2 (2 — Az) 4 q 02 (2— Az) gq’ d*Az 


auffassen. Da aber den vereinfachenden Annahmen gema die Schwingungskurve des 
Seiles jener vor Beginn des Schwingungsvorganges ahnlich sein soll, wird q* niherungs- 
weise durch eine tiber die Feldweite konstante Belastung 

q’ a? Af 

g ae 


=a +7 


derart ersetzt, daB sich fiir g* und q,* in Feldmitte gleiche Durchhange ergeben. 


Der zu diesem Zweck eingefiihrte Faktor » ware bei einer ungefaihr parabolischen 


P) 


; "ea 4 : 
Verteilung der Belastung e SS tiber die Feldweite ~ 0,83. Damit entsteht fiir den 


Durchhang in der Mitte des Seilfeldes wahrend des Schwingungsvorganges 


qr) 
(fom | eee [e+e ae 
~ 8(H + AH) 8 (Hd + AH) 


Durch Umformung ergibt sich daraus 


GA 2 ee 


Ce 12 


Betrachtet man nur kleinere Schwingungen, dann kann man, wenn man auf der 
rechten Seite ausmultipliziert, das Produkt 4H Af wegen seiner Kleinheit streichen. 
Beriicksichtigt man auch noch (1), dann erhalt man schlieBlich als Bewegungsgleichung 
fiir die Querschwingungen in einem Seilfeld 
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qy @Af 8 (4Hf — HAP) 


a : . (2) 


Die Seillange in einem unter dem Winkel y geneigten Seilfeld betrigt bei einem 
ruhenden Seil! 


2 


I Sf 
-++ 31 cos? y. (3) 


~ cosy 


Vermindert sich der Durchhang zufolge des Schwingungsvorganges um Af, dann gilt 


BY aA 


A—Ah= cos y 31 


Multipliziert man rechts aus, streicht aus den gleichen Griinden wie zuvor Af? und 
beriicksichtigt man noch (8), so ergibt sich 


16 f 
Ai = 7 Af cos y. (4) 


als Verkiirzung der Seilliinge zufolge einer Durchhangsverminderung. 


V. Vereinfachte Darstellung der Querschwingungen in einem Seilfeld 
mit veranderlicher Linge 


Bewegt sich em Wagen zwischen den beiden Stiitzen eines Seilfeldes, dann nimmt 
die eine Zugseilspannweite, die von der ersten Stiitze bis zam Wagen reicht, dauernd 
zu und die andere Zugseilspannweite, die sich vom Wagen bis zur zweiten Stiitze 
erstreckt, dauernd ab. Wir betrachten in der Folge nur die wachsende Zugseilspann- 
weite, weil sich fiir die abnehmende ganz gleichartige Beziehungen ergeben. 

Hat zu Beginn des Schwingungsvorganges der Wagen den Abstand l’ von der 
ersten Stiitze, dann betragt zu einem beliebigen Zeitpunkt der Abstand l’ + Al. Ist, 
ermoglicht durch die Lagerung des Zugseiles auf den Stiitzenrollen, so wie friiher 
auch eine Spannkrafterhohung gegeniiber dem Anfangszustand eingetreten, dann 
kann analog zu IV. fiir den Durchhang in der Mitte der betrachteten Zugseilspann- 
weite geschrieben werden 

q ad Af 
er re (l’ + Al)? 
g dt 
Hae?) Die 8 (H + AH) ‘ 


Durch Umformung entsteht daraus 
Geral ale a AB) Al) 


LE ee eae TD rs 
Vervielfacht man Zahler und Nenner des ersten Ausdruckes auf der rechten Seite 
mit (J — Al)? und multipliziert Zihler und Nenner fiir sich aus, dann kann man wegen 
ihrer Kleinheit alle Glieder streichen, welche Produkte der A oder hoéhere als die erste 
Potenz eines A enthalten. Mit Beriicksichtigung von (1) gelangt man so schlieBlich 
zur vereinfachten Bewegungsgleichung fiir die Querschwingungen in einer Zugseil- 
spannweite mit veranderlicher Lange 


q’ @Af 8 (AHf — HAf) 16 Hf 
mae are. = ’2 Saige cal (5) 


1 Ozitary E.: Seilschwebebahnen 8. 38, Wien: Springer-Verlag, 1951. 
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Fiir die Seillange in einem solchen Feld gilt, wenn sich wahrend des Schwingungs- 
vorganges die Spannweite um Al vergréBert und der Durchhang zufolge der Spann- 
krafterhéhung um Af vermindert 
+ Al Sf — As)" 


— cos? 


Ah cos y sw AG V- 


Denkt man sich Zaihler und Nenner des zweiten Ausdruckes auf der rechten Seite 
mit J’ — Al vervyielfacht und bei Durchfiihrung der Multiplikationen auch hier die 
Glieder gestrichen, welche Produkte oder héhere Potenzen der 4 enthalten, dann 
ergibt sich bei Beriicksichtigung von (3) 


16 f Al 8 f2 


Ai= 47 Af cos*y + gy 41 cos® y. (6) 


cos y 


VI. Aufstellung der Bewegungsgleichungen fiir das ganze Zugseilsystem 


Man beginnt. dabei zweckmaBig bei der Talstation und geht von dort im Umlauf- 
sinn des Zugseiles weiter (vgl. Abb. 1). 


Feld 1 
Dieses reicht von der Talstation bis zum Wagen Q,. Fir die Querschwingungen 
gilt die Gleichung 


(AR eer) apy COE R 


q’ A 1 
Ui g Af, . L,’2 ow b 1,’3 al Al,, (7) 


ferner fiir die Langenanderung des Zugseiles zufolge der Querschwingungen und der 
VergroBerung der Spannweite um Al, 


Al, 8 fi? 


16 f, : 
Op esre ares 3 mae ~ = 3 y 
AV ie L’ Af, cos* y, rn 31,72 Al, cos? yy’. 
Setzt man 
5 16 f ; 
Ady = ree Af, cos* yy’, (8) 
so kann man auch schreiben 
; 8 fi? ,) Aq 
re eae 
Ad? =a —(1— SE ee (Sa) 


Bezeichnet H, den Elastizitatsmodul des Zugseiles und F, seinen metallischen Quer- 
schnitt, dann betrigt seine elastische Dehnung im Feld 1 zufolge der Spannkraft- 
3 AH, 
erhohtng 43, = ——— 
COS 7; 
AH, (l,' + Al) AH, 1,’ 


Aas! S eee 
1 Ei, F, cos? yy’ E, F,cos*y,’ ° (9) 


wenn man das Produkt 4H, Al, wieder wegen seiner Kleinheit vernachlassigt. 
Vom Zugseil sei zu einem beliebigen Zeitpunkt gegeniiber dem Beginn des 
Schwingungsvorganges ein Stiick von der Linge a, aus der Talstation ausgelaufen. 


Ks gilt demnach zwischen den Seillingen im Feld 1 zu diesem Zeitpunkt und zu Beginn 
des Schwingungsvorganges der Zusammenhang 
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Fee A SEA adeh x, + ARS 1), bew. 
we , 8 2 ry Al, 
Be Ad a Ah (1 75 cost 7, rae 


Daraus ergibt sich 
w, + Ad,’ + AA,” 


Alvis 872 COSY; . (10) 
| 1 — SLs cos* Vas 
Dadurch nimmt Gl. (7) die Form an 
q’ ss 8 (4H, f,— Ay, Af,) 16 A, f, «, + Ad,’ + AA,” P 
1G Af, =— EA == [73 = — “ET: ———— cosy’. (11) 
— ae ae 
Wagen Q, 


Auf ihn wirken die in Abb. 3 angegebenen Krafte, wobei unter S,"’ und S,’’”’ jene 
zu verstehen sind, die vor Beginn des Schwingungsvorganges vorhanden waren. 
Z, = 8S, — 8,” ist dann die fiir den Wagen Q, notwendig gewesene Zugkraft. Im 
Hinblick auf seine durch Al, zu. einem beliebigen Zeitpunkt 
gekennzeichnete Stellung lautet die Bewegungsgleichung, wenn gv, 466 som yg 
zum Wagen das anteilige Zugseil zugeschlagen wird (vgl. ee ee 


Abb. 1). —» Bewegungsrichtum 
| gq’ (l,’+ Al,) Q, q (, —1,/ — 4, + 1,)] Al, Abb. 3. Kraftewirkungen 
29 i g a ey cos y,/ am bergwarts fahrenden 

Wagen Q, 


= 8," + AS, — 8," — AS, — Z, (12) 
und nach Vereinfachung 


here *| Al 

29 g | 
Fiihrt man darin fiir AJ, den Ausdruck (10) ein und ersetzt auch 4S, und AS, durch 
die betreffenden Beziehungen, dann ergibt sich 


Vi+h) , QQ) m%+444+44," 4H, AM, 
an 5 F g 8 fi? , COSY, cosy,’ * _ (13) 
1 — aa COS Vy 
Biter 
Feld 2 


Da der Wagen Q, sich nahe genug der Stiitze befindet, werden die sich zwischen ihm 
und der Stiitze ausbildenden Querschwingungen des Zugseiles kaum ins Gewicht 
fallen. Fiir die Querschwingungen im Feld 2 gilt die Beziehung 

8 (A A fz — Hy Afs) 


n~ Af, =- ee (14) 


und fiir die Langenanderungen des Zugseiles zufolge der Querschwingungen, sowie fiir 
dessen elastische Dehnung 
16 fy 


Aly = Af, cos? y, und (15) 
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4H, d= 1,’ 7, Al, aie PS) 4 AH, (1, ca 1,’ ate iP) (16) 


Ad,” = 2B, F, cos? y2 = H, F, cos? y2 


Umkehrscheiben der Bergstation 


ogee bis Auf diese wirken die in Abb. 4 eingetragenen Krafte, wo- 

bei S, und S, wieder jene darstellen, die vor Beginn des 
Schwingungsvorganges vorhanden waren. Annahernd gilt da- 
bei S, = S3. Fiir die Bewegungsgleichung der Umkehr- 
scheibe einschlieBlich des zugeschlagenen anteiligen Zugseiles 


Abb. 4. Kraftewirkungen 
an der Umkehrscheibe 


in der Bergstation ergibt sich 
Ya AL EL da a ee Ai, “i, ae hol 
9 g ae 72 aie 9 g cos yy’ 35 A Ay ey A hy ino 


SS ASS ee 


Innerhalb der eckigen Klammern auf der linken Seite kann man ohne nennenswerten 
Fehler Al, ~ Al, annehmen. Dadurch vereinfacht sich die Gleichung zu 


(erect 21; Jo Al, a ae 
[e eh) iT a) Aly sade sag) Sas, eee 


29 VARS COS 7; 


Mit dem Ausdruck (10) fiir 4/, und den 4S, und AS; entsprechenden Beziehungen 
erhalt man schlieBlich aus (17) 


AH, — AH, 


q’ (4, — 1,’ + 21,) J, L, ah Adee 7 Aa rar aay) 
29 2 8 f,? POeee ae ake ze aes COS V2 es 
1 — 31,72 cos* y; 
Feld 3 
Fiir die Querschwingungen kann man schreiben 
q’ os 8 (AH, fs — Hs Afs) 
ni Af, = (19) 


und fiir die Langenanderungen des Zugseiles zufolge der Querschwingungen, sowie 
fiir die elastische Dehnung desselben 


, 16 fs 
A Ag = 3 L, Af, cos? y, und (20) 
» , 4H; (i, + Al,) 4H;l, 
Aa, z= = ; (21) 


E,F,cos*y,  E,F,cos?y, * 
Wagen Q, 


Die auf ihn wirkenden Krafte sind aus Abb. 5 ersichtlich, wobei wie an den anderen 
betrachteten Stellen die Krafte S,’ und 8," jene vor Beginn des Schwingungsvorganges, 
hier also vor dem Stiitzeniibergang des Wagens bedeuten. 


7 Zite- LZ, = Sy — 8," ist wieder die dabei fiir den Wagen not- 
SY tS, WED Syd; wendig gewesene Zugkraft. Unter Bedachtnahme auf seine 


— fenequrgsricom % einem beliebigen Zeitpunkt durch A/, bestimmte Stellung 
Abb..8 Kratvevieeimeee erhalt die Bewegungsgleichung die nachfolgende Form, wo- 
am talwarts fahrenden _ bei hier ebenfalls so wie friiher zum Wagen das anteilige Zug- 
Wagen Q, seil hinzugefiigt ist, 
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= + =P 


29 g 29 


q(,+ 4) = Q. a’, ~ Aly] Al, : 
| cee ‘| Ae AS. TAZ, 


COs y; 


A Z stellt darin die durch die Neigungsanderung der Fahrbahn beim Stiitzentibergang 
hervorgerufene Vermehrung der Zugwirkung des Wagens Q, dar, welche zufolge ihres 
nahezu plétzlichen Auftretens maBgebend an der Erzeugung des Schwingungsvor- 
ganges beteiligt ist. Sind y, und y, die fiir die Zugwirkung maBgebenden Bahn- 
neigungswinkel ober- und unterhalb der Stiitze, dann gilt 


AZ =Q, (sin y, — sin y,). (22) 


Durch Vereinfachung geht die Bewegungsgleichung fiir den Wagen Q, in 


+a ti Ad. 
z ie. a) Ss, 2s, Ag (23) 
liber. Da nun 
Al, Al, , "sr , vt 


sein mu, erhalten wir schlieBlich unter Beriicksichtigung des Ausdruckes (10) fiir 
Al, und Ersetzung von 4S; und 4S, durch die betreffenden Beziehungen statt (23) 
die Gleichung 


— BAR A SOA eee Vi 
cos! y,’ 


29 g 


|= (d, + l,) Qs | %, + Ai’, + Ady” 

a ae eee a _ be Ace 
ak 

as 31,72 

Np ae BAe 

~ Cosy, COS V2 


L AZ. (25) 


Feld 4 


Die in dem kurzen Zugseilstiick 4/1, zwischen der Stiitze und dem Wagen Q, etwa 
auftretenden Querschwingungen des Zugseiles kénnen wegen ihrer Kleinheit ver- 
nachlassigt werden. Fiir die im Bereich zwischen dem Wagen und der Talstation 
entstehenden Querschwingungen gilt die Gleichung 


q’ ¥ 8 (4H, f, — Hy, Af.) 16 A, fs 
1] q Afs = 1,? al 1,3 Al,. (26) 


Ferner hat man fiir die Langeninderung des Zugseiles zufolge der Querschwingungen 
und der Verkleinerung der Spannweite um A/, zu schreiben 


16 f, $ Al, Bf 
CHA Af, cos* yy + COS Vy 31,2 


AA,” = Al, COS" V5. 


Bezeichnet man in Ubereinstimmung mit dem Feld 1 als 


16 fs 
PSE 


Ad, = Af, cos* y,, (27) 


so gelangt man zum Ausdruck 


4 


8 2 
AA,® = AA + [1 — ao costy, | eee (28) 
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Fiir die elastische Dehnung des Seiles ergibt sich 


ANN =A, Anas, 


= eee 29 
H, F, cos? y; H, F, cos? y, (29) 


AA,” = 


Setzt man in (26) fiir 41, den Wert aus (24) ein, so kommt man schlieBlich zu 


oO S(AH gh, — HAT) 
14 Afs ne? Le = 7 
1 
16 H, Vict Ady Ao Be . i 
a eT A + Ady + 44” + Ady’ + 42,”| 00871 (30) 
; Lae ost,’ 


31,” 


Antrieb und Zugseilspannvorrichtung 


Die am Antrieb und an der Zugseilspannvorrichtung wirksamen Krafte zeigt die 
Abb. 6. 8,’ und 8,’ sind hier gleichfalls jene, die vor Beginn des Schwingungsvorganges 
vorhanden waren. Dabei ist U = S,) — 8,” 
die vorhanden gewesene Umianeskrate an der 
Antriebsscheibe. 


Vom Zugseil sei zu einem beliebigen Zeit. 
punkt gegeniiber dem Beginn des Schwingungs- 
vorganges ein Stiick von der Lange 2, in die Tal- 
station eingelaufen. Es gilt demnach zwischen 
den Seillingen im Feld 4 zu dem genannten be- 
liebigen Zeitpunkt und zu Beginn des Schwin- 
gungsvorganges der Zusammenhang 


A, —% + AA” =A, — AA,° 
oder — x, + Ad,” = — AA,°, baw. 


eee | ee 


l 8 fa* < | Al, 
31,3 POR He cosy; ° 


Daraus entsteht 


Abb. 6. Kraftewirkungen am Antrieb 
und an der Zugseilspannvorrichtung in Ay = e COS y. (31) 


t, — Ad,’ — Ad,"’ 


. 2 
der Talstation ee a cost y, 
Diese Gleichung gestattet zusammen mit (10) und (24) einen Zusammenhang 
zwischen x, und w, herzustellen. Kin zweiter Zusammenhang zwischen diesen beiden 
Gréfen ergibt sich aus folgender Uberlegung. Senkt sich bei der dargestellten An- 
ordnung von Antrieb und Zugseilspannvorrichtung das Spanngewicht um den Betrag 
w, dann besteht zwischen dem zugehérigen Kinlaufstiick 2, des Zugseiles und seinem 
entsprechenden Auslaufstiick x, die Beziehung 


Ly =X, +4. (32) 
Hiebei bewegt sich ein Punkt des Umfanges der Antriebscheibe um das Stiick 


Y=%+2w=2,—2w. (33) 
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Ablenkscheibe beim Seileinlauf 


Ks gilt die Bewegungsgleichung 


£4 2 


tis — Aes, Ja ss vee ver 
|! an yg | ey = 8 + AS; —S,'"" — AS, 


und nach Vereinfachung 


q’ (l, — A l,) ver 
29 ae 4 ae AS; — ANS,. 


1. Spannscheibe der Zugseilspannvorrichtung 


ry? (xy ie w) we or vod Sy he - AS;, 

woraus 
2 Ses * 

<a (C2 —w) = AS, — ASB;. 


ry 


Antriebscheibe 


43 


(34) 


(35) 


Die auf diese au8er der urspriinglichen Umfangskraft (Bremskraft) U wirkende 
Bremskraft B tritt annahmegemaB gleichzeitig mit 4Z des Wagens Q, auf. Es muB 
B > AZ sein, wenn die Bahn allmahlich zum Stillstand gelangen soll. B ist ebenso 
wie AZ mabgebend fiir die Entstehung der Zugseilschwingungen. Es ergibt sich 


Ps os . , 1 
=a (@,—2w) = 8; + AS, —U — B—S,"" — AS, 


was sich unter Beriicksichtigung des Ausdruckes fiir U zu 


| 
= 
bo 
s: 
I 


vereinfacht. 
2. Spannscheibe der Zugseilspannvorrichtung 


a foe ee d= 8 nd 


woraus 
= A oe oo 
<a (%, — 3w) = AS, — AS,. 


ty 


Ablenkscheibe beim Auslauf 
Es gilt die Bewegungsgleichung 


cs “(hy + Al, . “ s 
[a+ S| @ 4m = 5, + 48,8, — 48, 


und nach Vereinfachung 


J, ‘(L,’ + Al) i 0 = Y 
E os gq a | (1, —4w) = AS, — AS;. 


Zusammenfassung der Bewegungsgleichungen fiir den Antrieb und die 
Zugseilspannvorrichtung 


(36) 


(37) 


(38) 


Setzt man in Gleichung (38) den Ausdruck fiir 4S, aus (37) ein, in diese wieder 


den Ausdruck fiir 4S, aus (36) usw., dann folgt 
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Te eololltgecent) a a 
[2s 4 OE 4m) = 48, — Sp 380) — FP — 200) — B— 
v - Gib, yee 
ae ae (2 — ) —| a *] %, — AS, 


Durch Vereinfachung entsteht daraus 
Bae l, — Al.) Dg 2S, dle |e 
vo q i 2 


29 Pe Ee iS 
« Fa’ (ly + Ah) 24 2d, J; ee ee om 
= eS oe | 25 | 2 = 48, — 48, B. 
Nimmt man an, da8 im ersten Glied auf der linken Seite, so wie bei der Bewegungs- 
gleichung fiir die Umkehrscheibe in der Bergstation, AJ, ~ Al, gesetzt werden darf 
und schreibt man fiir 1S, und 4S, die bekannten Beziehungen, dann erhalten wir 
schlieBlich 


q(t,’ +h) 25, 2d, J,| * ql,’ 254 2d, “| > 
29 a 4? . ie + 13? ae g si ne r ry? ig 13” a 
AH AH 
ut —- ~ — B, (39) 
cosy", COS 1 


wobei im zweiten Glied auf der linken Seite noch das Produkt Al, w wegen seiner 
Kleinheit gestrichen wurde. 


Spanngewicht des Zugseiles 


Fiir dieses ergibt sich die Bewegungsgleichung 


eee gt 1g ere eee ee eee 


In G ist auch das Gewicht der Spannscheiben enthalten. Beriicksichtigt man, daB 
vor Beginn des Schwingungsvorganges die Beziehung G = 2 (S,'" + Sj’) gilt, so wird 


= w = — AS, — AS, — AS, — AB,. 


Driickt man in dieser Gleichung 4S, durch (34) aus, 4S, durch (35), 4S, durch 
(37) und AS, durch (38), so gelangt man zu 


Ginws eee A Oe hee 5 sae é cae a 
fio = —2[P OAD 5 25) — 7 et) + Zk le — 3.0) + 
J4 ql, +A) 
42/25 + 29 | @.—4u) —2 48, —2.48, 


Durch Vereinfachung entsteht daraus 


ay ss q’ (— 4, + Al, + 1,’ + 4l,) = Jy 
UEP a SMART ee Tee 
g g cn 


4J4 2q' (,’ + AL)| = 
ry? ar A gq | w 
—2 AS, —2 AS,. 
Ersetzt man auch hier 4S, und 48, durch die bekannten Beziehungen und streicht 
wieder die Produkte kleiner GroBen, so verbleibt 


Sey 
g 2 cos y,’ ~~ Cosy; : 


(2 op Hey ler AEM) 5 ae 


2 g ry? Ge g 


(40) 
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Zusammenhangsbedingung 


Diese folgt aus dem Umstande, da8 die Summe aller Lingeninderungen des Zug- 
seiles beim Schwingungsvorgang zufolge der vierstringigen Aufhingung des Spann- 
gewichtes gleich dessen vierfacher Senkung sein muf. Es gilt daher, wenn wir noch 
darauf Bedacht nehmen, da8 sich gegeniiber dem Zustand unmittelbar vor Beginn 
der Schwingungen der entlang des Seiles gemessene Abstand zwischen dem Wagen Q, 


: " Al m A ete : 
und der Zwischenstiitze um eal verkiirzt und sich jener zwischen dem Wagen Q, 
} 


Al, 
und der Zwischenstiitze von Null auf Soap vergroBert hat, wobei gemaf der Vor- 


zeichenregel unter III. Verkiirzungen positiv zu zaihlen sind 


Al, 
COS Vy 


=4w =4%,—27j. 


Al, 8 ‘ i ” 
Ad,® + Ad,” + Sia as os (Ad,;’ 4+. Aa,"’) + Aa,® + Ad,’ — 


Setzt man darin fiir 4/,°, Al,, 4A,° und Al, die Werte aus den Gleichungen (8a), 
(10), (28) und (31) ein, dann ergibt sich 


@ + 4A +iAa" | eet 4a t AA" : ‘ i 
372 a oe pes — + Di (4a + 4a”) = 0. (41) 
1 — 31,2 cos! 7,’ i ot Zrr Cts 2 


Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man selbstverstindlich auch, wenn man in (24) fiir 41, 
und Al, die Werte aus (10) und (31) einfiihrt. 


VII. Zusammenstellung des zu lésenden Gleichungssystems 


Das zu lésende Gleichungssystem wird dadurch gewonnen, da8 man in den 
Bewegungsgleichungen (11), (13), (14), (18), (19), (25), (30), (39) und (40) die 4f;, 
durch die entsprechenden AA,’ und die 4H; durch die zugehorigen Ad,” ersetzt. 
AuBerdem ist in (39) bis (41) x, durch 2, und w zu ersetzen. Auf diese Weise 


LPO ls : : 
erhalt man der Reihe nach, wenn iiberdies fiir H; = “5 geschrieben wird, 


37g ee 3q ly, ° cee EH, F, f, cos? yy’ Vee. 
128 f, g cos? y,’ 1 ' 128 f,? cos? y,’ t be 1 
@, + Ady’ + AA” 2¢ 
oe 1 ; ‘ 1 x ues 0 : (I) 
1 — 31,2 cos* Va 
ace | mar Stee Eee eager eae coal) 
29 g 8 fi? Re: l, 1, — 1,’ +l, 
1 — 3,72 cos* y,; 
1 
, “ ae F, fy cos? 
Pek Be Ee Ae Ae ey aD) 
128 f, g cos? y2 = 128 f,2 cos? yy he aOR 
Re R ry fe > at a7 eo \ 
q’ (l, — 1,’ + 21,) J vy AA Ad, TAA eae x 
29 n° 8 f.? es: 
ETA cos! y, (Iv) 
H, PF’, COS Ys * H, F', cosy, 
: — AA a=a0 
basen os i 3 
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A 3 H ie = Pe. 
37q 1,8 A Ae Le 3q’ ly png ae 8 sts COS” V2 Ad a 0 ; (V) 
128 fs g cos? y2 3 “128 fs? cos? ls 


/ 3 a ee 
E (1, + ls) ju 4 £, + AA, eel NG say St ap ae ate wed as 


2 8 
- d = co cos! y,;’ 2 (VI) 
i EB, aaa Wee &, FP, PCOS Vy Aa a a 
2 L, 
37q' 1,° 3 q’ 1,° , E, F, f, cos? yy Ad ae AS 
128 f, g cos? y, A hy’ si 128 f,? cos® Vy Ay ts . 
AAR Aa’ Pra fee (VII) 
pA ee Sa en eee 
1 


ae 4 Ul 
pe cos y, 
1 


‘(,/ +1, 254 2d, chs 1, 234 2d, ie . 
foe aa ee ee + |a+|7 +34 +24 |20 + 


2 
Tx Unie (pe Ts 


ae (VIII) 

E F < 1 ” 
ee At ee ae (v1) AK ee 
hh), G uP 4S, (20 Lo i, fee es 
the) 4+ (5 ee 
g g TY us g 1 
EF, (IX) 
ae V1 wae 


a AA Mette Ae = eps aopd= AA,’ id Ag”? 
8 f,? Sythe" 


ne 
J — 31,2 cos! 7,’ 1 — 377 costs 


3 
bs (4a + 4a) =0.  (X) 


VIII. Auflésung des Gleichungssystems 


Das vorliegende Gleichungssystem laBt sich, da die letzte Gleichung keine Ab- 
leitungen der Unbekannten enthalt, um einen Grad erniedrigen. Man eliminiert dabei 
am zweckmafigsten w und erhalt so ein System von neun Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Obgleich die formale Lésung keine 
Schwierigkeiten bereitet, ergeben sich doch sehr groBe bei der praktischen Durch- 
fiihrung. Ist doch die aus den Koeffizienten des Gleichungssystems gebildete Frequenz- 
gleichung eine algebraische Gleichung neunten Grades. Es erscheint daher zweckmifig, 
die Losung des Gleichungssystems auf einer modernen Rechenanlage durchzufiihren, 
wofiir sich bei dem hier ausreichenden Genauigkeitsgrad eine Analogierechenanlage 
ganz besonders eignet. Die Anfangsbedingungen, denen die Lésungen zu geniigen 
haben, lauten: 


f=. 02, meld, eed eae = Adm ahhgttcee 
op ale, A aad AS a OE SS Ade ae ae 


v ist dabei die vor Beginn der Schwingungen vorhandene Zugseilgeschwindigkeit. 


In dem Augenblick, wo im Zuge des Schwingungsvorganges die Umfangsgeschwindig- — 
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keit an der Antriebscheibe y = x, + 2 w = 0 wird, verlieren die gefundenen Losungen 
ihre Giltigkeit. Um die dann bei stillstehender Bahn noch fortdauernden Zugseil- 
schwingungen verfolgen zu kénnen, mu8 ein weiteres, dem ersten Ahnliches Differen- 
tialgleichungssystem aufgestellt werden. In erster Linie interessieren aber doch die 
Vorginge bis zum Stillstand der Bahn, weshalb hier die Aufstellung des zweiten 
Differentialgleichungssystems unterbleibt. 


IX. Vereinfachungen 


In der Praxis erweist sich oft die Verinderlichkeit der Spannweiten 1 und 4, die 
durch die Bewegung der Wagen bis zum Stillstand der Bahn entsteht, von geringem 
KinfluB8 auf die Querschwingungen des Zugseiles, weil die Linge der Spannweiten 
meistens sehr gro gegeniiber jener des Bremsweges ist. Wir kénnen dann in den 
Gl. (11) und (30) der Querschwingungen in den Spannweiten 1 und 4 die zweiten 
Glieder auf der rechten Seite fortlassen. AuBerdem kann man in den Ausdriicken fiir 


; ; 87? F : 
Al, und Al, das im Nenner stehende Glied cue cos‘ y, als unerheblich streichen. Das 


Differentialgleichungssystem (I) bis (X) nimmt dann eine etwas einfachere Gestalt an. 


X. Beispiel* 
Dieses bezieht sich auf eine bestehende Bahnanlage. 


Uber die Langenschnittsverhiltnisse gibt die Tabelle 1 Auskunft. Befindet sich der 
Wagen Q, auf der Zwischenstiitze, dann betragt der Abstand des Wagens Q, von der Talstation 
1,’ = 1026,00 m und von der Zwischenstiitze 1, — 1,’ = 37,00 m. Fur den Sehnenneigungswinkel 
des Feldes 1,’ ergibt sich zufolge der durchgefiihrten Seilberechnung, der ein Tragseilgewicht 
von p=10,09 kp/m und eine Grundspannung des Tragseiles in der Talstation von S, =43 000 kp 
zugrundeliegt, cos y,’ = 0,930. 


Tabelle 1. Geschriebener Langenschnitt 


Stiitzpunkt 1;m h,m COs Y; 
| 
eon 3 eae 1063,00 | 428,50 0,9275 
Zwischenstititze .......... —_—-—- ————— 2 — ae 2 
| 
5 cit 425,50 0,9221 
BOR OSUSUION. nc cine se cee 1O1E D8 | 5 | 


Fiir das im vorliegenden Fall ober- und unterhalb der Wagen verschiedene Abmessungen 
besitzende Zugseil gilt: 
oberhalb der Wagen: Gewicht gq = 2,12 kp/m, metall. Querschnitt /, = 224,8 mm?, 
unterhalb der Wagen: Gewicht g = 1,46 kp/m, metall. Querschnitt #, = 154,3 mm?*. 


Dies 14Bt sich in den Bewegungsgleichungen leicht beriicksichtigen. 
Der Elastizitaitsmodul dieser Seile wurde mit #, = 10.000 kp/mm? angenommen. 


Die Wagengewichte sind: 
leerer Wagen Q, = 1470 kp, 
voller Wagen Q, = 4200 kp. 


Das Zugseilspanngewicht einschlieBlich des Gewichtes der Spannscheiben wurde einmal 
mit G = @, + G, = 15000 kp und einmal mit 19200 kp angenommen. Damit ergaben sich die 
in Tabelle 2 ausgewiesenen Horizontalkomponenten der Zugseilspannkrafte und Zugseil- 


* Die Behandlung desselben besorgte mein Assistent, Herr Dr. E. Engel. 
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durchhange in den Feldmitten vor Beginn des Schwingungsvorganges. Die Umfangskraft an der 
Antriebscheibe betragt dabei U = 320 kp und ist eine Bremskraft. 

Uberschreitet der Wagen Q, die Zwischenstiitze talwarts, so erhéht sich seine Zugwirkung 
nahezu plétzlich um AZ = 1050 kp. AuBer um diesen Betrag soll gleichzeitig die Bremskraft am 
Antrieb noch um B — AZ = 0, 800 und 1200 kp gesteigert werden. 


Tabelle 2. 


Horizontalkomponenten der Spannkrafte und Durchhdnge des Zugseiles vor Beginn der Schwingungen 
ot ee ee 


G@ = 15000 kp = 19200 kp 
oe H, kp f;m H,; kp | f;m 
Libe) 3830 54,10 4800 43,10 
20(d) 5920 1 . 6900 
aE) 5920 . 6900 : 
4 (1) 3180 70,00. 4150 53,30 


Fir die bei der Aufstellung des Gleichungssystems bendtigten Tragheitsmomente der Seil- 
scheiben wurden die aus Tabelle 3 ersichtlichen Werte angenommen. Der Einflu8 der kleinen Zug- 
seiltragrollen blieb dabei wegen ihrer geringen Anzahl auBer Betracht. 


Tabelle 3. 
Trigheitsmomente der Seilscheiben und des Antriebes 
Bezeichnung Dba pee J kgm? Anmerkung 
mm kp 

Umlenkscheibe 

Bergstavion: Foc. ae 4000 1880 2830 
Ablenkscheibe 

Mailstatioman scenes ere 2500 510 220 
Antriebscheibe | einschl. Zahn- ; 

Talstation scorers seNees 3000 2460 1980 | und Bremskranz 
Spannscheibe | — 

TalstabiOne prem. «<2. -tm ies 4000 1880 2830 
Antriebswindwerk ....... ; S300 oh, MUBLORED AE Ries, 4 

die Antriebscheibe 
. 


Nachdem alle angegebenen GréBen in das gemai8 IX. vereinfachte Gleichungssystem I bis X 
unter der Annahme 7 ~ 1 eingesetzt waren, wurde es wie ein System linearer algebraischer Gleichungen 
nach den zweiten Ableitungen der Unbekannten aufgelést und dieses so gewonnene umgeformte 
System von der Analogierechenanlage des Mathematischen Labors der Technischen Hoch- 
schule Wien unter Beachtung der Anfangsbedingungen integriert. Als Zugseilgeschwindigkeit vor 
Beginn des Schwingungsvorganges ist dabei v, = 8,0 m/sek gewahlt worden. 

Die am Bildschirm der Rechenanlage fiir die einzelnen Unbekannten als Funktion der Zeit 
sichtbar gewordenen Werte wurden in Lichtbildern festgehalten. Davon sind die fiir G = 19200kp 


und B — AZ = 800 kp gefundenen 4/,’, 4A,’’, x, vy und w in den Abb. 7 bis 11 wiedergegeben. 
Auf Grund der Auswertung aller Lichtbilder war es dann méglich, den Zusammenhang 


1. zwischen den Anderungen AH, der Horizontalkomponenten der Zugseilspannkrafte und den 
zusaitzlichen Bremskraften B— AZ am Antrieb sowie 


2. zwischen den Durchhangsinderungen Af; des Zugseiles und den zusitzlichen Bremskraften 
B— AZ unter Beriicksichtigung der verschiedenen Zugseilspanngewichte @ zeichnerisch darzustellen. 
Die Abb. 12 bis 15 zeigen diese Zusammenhiinge fiir die hauptsichlich interessierenden Seilfelder 
1 und 4. In den tbrigen Seilfeldern sind die Wirkungen nicht so belangreich. 
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Abb. 7. Langeninderungen 4,’ 

des Seiles in den einzelnen Fel- 

dern zufolge der Querschwingun - 
gen. 


Daraus folgen die Durchhangs- 
anderungen zu 


U. 
A _ 2 ee ee te 
Af; 16 f, cos’ y, Ai’;. 
Langenanderungen, die Durch- 
hangsverminderungen liefern, 
sind positiv gezahlt 


Abb. 8. Elastische Lingenande- 
rungen 4/,’’ des Seiles in den 
einzelnen Feldern zufolge der 
Langsschwingungen. 
Daraus folgen die Anderungen 
der Horizontalkomponenten der 
Seilspannkrafte zu 
E, Lie cos? v; 


AH, = “+, Ai,” 


v 


Elastische Liaingenanderungen, 
die Spannkrafterhéhungen lie- 
fern, sind positiv gezahlt 


Ingenieur-Archiy XV/1—4 


Feld 4.any 
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Abb. 9 und 10. Langen 2, des seit Beginn des Schwingungsvorganges vom Antrieb abgelaufenen 
Seiles. Ablaufgeschwindigkeit x, des Seiles vom Antrieb seit Beginn des Schwingungsvorganges 


Abb. 11. Wege w des Zugseilspanngewichtes seit Beginn des Schwingungsvorganges. 
Senkungen sind positiv gezahlt 


* 2000 


* 7000 


0 


400 S00 200Kp 


Abb. 12. Zusammenhang zwischen den stiirksten positiven Anderungen 4H, der Horizontal- 
komponenten der Zugseilspannkrafte im Feld 1 und den Bremskriiften B — AZ, bei verschiedenen 
Zugseilspanngewichten. G 
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kp 
-2000 


- 7000 


4H, 
Abb. 13. Zusammenhang zwischen den stirksten negativen Anderungen 4H, der Horizontal- 
komponenten der Zugseilspannkrafte im Feld 4 und den Bremskraften B — AZ bei verschiedenen 
Zugseilspanngewichten CG 


Abb. 14. Zusammenhang zwischen den stirksten Durchhangsverminderungen Af, des Zugseiles 
im Feld 1 und den Bremskraften B — AZ bei verschiedenen Zugseilspanngewichten G 


8-42 


1200 


4% 
Abb. 15. Zusammenhang zwischen den stiirksten DurchhangsvergroBerungen Af, des Zugseiles 
im Feld 4 und den Bremskraften B — AZ bei verschiedenen Zugseilspanngewichten G 


Wie aus der Abb. 16azu ersehen ist, gilt in der Mitte eines Feldes des Zugseiles fiir den Abstand 
zwischen Trag- und Zugseil die Beziehung 
2=-e+f—Af—fr, (42) 


4* 
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worin e der lotrechte Abstand zwischen Trag- und Zugseil an den Stiitzen, bzw. an den Wagen und 
fr der Tragseildurchhang ist. Die Gefahr eines Zugseiliiberschlages besteht, wenn 


a) 
a [esleaey 
S — i sa 
8 
b) 


Abb. 16. Abhangigkeit des Ab- 
standes x zwischen Trag- und 
Zugseilim Feld 1 von der Brems- 
kraft B— AZ bei verschiede- 
nen Zugseilspanngewichten G. 
Im schraffierten Bereich ist ein 
Uberschlag des Zugseiles iiber 
das Tragseil méglich 


x 
“4 | 
16 Tl 
wo 
#4 ie rar 
= 
| 
™ 
wo 
’ 
ie = 
& 
8 * S 
BS) NY = SIS 
T= 
S ‘ NS 


Abb. 17. Abhangigkeit des Abstandes a 

zwischen Trag- und Zugseil im Feld 1 von 

der GréBe G des Zugseilspanngewichtes bei 

verschiedenen Bremskriften B. Im schraf- 

fierten Bereich ist ein Uberschlag des Zug- 
seiles tiber das Tragseil méglich 
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wird. Fir das besonders der Gefahr des Seiliiberschlages ausgesetzte 1. Seilfeld sind schlieBlich 
auf Grund der Auswertungen in den Abb. 16b und 17 noch die Abstande x als Funktion der verschie- 
denen Bremskrafte am Antrieb und als Funktion der verschiedenen GréRen des Zugseilspann- 
gewichtes dargestellt. Der Tragseildurchhang wurde dabei gema8 der durchgefiihrten Seilberech- 
nung mit fr = 34,90 m eingesetzt und der lotrechte Abstand zwischen Trag- und Zugseil an den 
Feldenden mit e = 0,50 m angenommen. Die Bereiche, in denen die Gefahr eines Zugseiliiber- 
schlages besteht, sind in den Abb. 16b und 17 durch Schraffierung gekennzeichnet. 

Eine spater an der Bahnanlage vorgenommene experimentelle Nachpriifung des behandelten 
Schwingungsvorganges hat eine gute Ubereinstimmung mit den errechneten Werten ergeben. 


XI. Folgerungen 


Das Beispiel zeigt, dali man auf dem eingeschlagenen Weg unter Benutzung einer 
Analogierechenanlage wenigstens zu brauchbaren Abschatzungen iiber die zu 
erwartenden Zugseilschwingungen und Spannkraftinderungen im Zugseil gelangen 
kann. Weiters folgt, daB neben den schon unter I. angefiihrten fiir einen Zugseil- 
tiberschlag giinstigen Umstiinden auch der GréBe des Zugseilspanngewichtes 
eine erhebliche Bedeutung zukommt. Verringert man die Vorspannung des Zugseiles, 
so wachsen die dynamischen Durchhangsinderungen Af. Es wird dabei aber auch 
der statische Zugseildurchhang f vergréBert, und zwar in starkerem MaBe als die 
dynamischen Durchhangsinderungen. Fiir einen Zugseiliiberschlag iiber das Tragseil 
ist jedoch gemaB (42) die Differenz f — Af entscheidend, die sich bei abnehmender 
Vorspannung des Zugseiles vergréBert. Je gréBer daher das Zugseilspanngewicht in 
Vergleich zu den Zugseilabmessungen ist, um so eher besteht die Méglichkeit eines 
Zugseiliiberschlages. 

SchlieBlich sei noch erwahnt, da sich bei der friiher genannten algebraischen 
Aufldsung des gemaB IX. vereinfachten Gleichungssystems (I) bis (X) eme Unabhangig- 
keit der AA,’ und AA,’ von x, und natiirlich auch von w zeigt. Dies heiBt, da8 der 
Schwingungsvorgang des Zugseiles unabhangig von der urspriinglichen Fahrge- 
schwindigkeit ist. Dies trifft aber nur so lange zu, als der Stiitzentibergang des talwarts 
fahrenden vollbesetzten Wagens in so kurzer Zeit stattfindet, daB diese, wie hier 
geschehen, wegen der angenommenen groBen Fahrgeschwindigkeit auBer Betracht 
bleiben kann. 

(Eingegangen am 4. Oktober 1960) 


Die gleichmafig belastete diinne Kreisringplatte 
mit grofer Ausbiegung 


Von K. Federhofer, Graz 
Mit 5 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Das Problem wird auf zwei gekoppelte nichtlineare Differential- 
gleichungen fiir eine Verzerrungs- und Spannungsfunktion zuriickgefiihrt. Zunachst wird die 
linearisierte Plattengleichung behandelt und dann eine auf einem dreigliedrigen Ansatz aufgebaute 
_ Naherungslésung der strengen Gleichung hergeleitet. Ein Vergleich mit der linearen Lésung zeigt 
betrachtliche Abweichungen. 


Einleitung 
Die Berechnung der Spannungen in einer diinnen Kreisringplatte, deren Durch- 


biegungen vergleichbar mit der Plattendicke oder noch groBer als diese werden, so dab 
die Voraussetzungen der linearen Kirchhoffschen Plattentheorie nicht mehr zutreffen, 
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wurde bisher nur in einem einzigen Falle, namlich fiir die an ihrem frei verschieblichen 
Innenrande durch gleichmaBig verteilte Randkrafte belastete Ringplatte streng durch- 
gefiihrt?. Hiebei wurden die erheblichen Abweichungen festgestellt, die sich sowohl 
beziiglich der Formanderung als auch der Beanspruchungen ergeben, wenn die Berech- 
nung der diinnen Kreisringplatte in tiblicher Weise entweder nach der linearen 
Biegungstheorie oder als Ringmembrane erfolgt. Fiir letztere wurde die strenge Losung 
von E. Schwerin? angegeben. Der praktisch besonders wichtige Fall der diinnen 
Ringplatte mit gleichmaBiger Oberflachenbelastung, der in seiner numerischen 
Behandlung einen sehr betrachtlichen Rechenaufwand erfordert, blieb bisher uner- 
ledigt; er wird im Nachstehenden — auch numerisch — eingehend untersucht. Die 
gewonnenen Ergebnisse zeigen, daB auch hier die gebrauchliche Verwendung der 
linearen Biegungstheorie oder der Ringmembrantheorie zu recht betrachtlichen Ab- 
weichungen von den strengen Ergebnissen fiihrt. 


I. Grundgleichungen 


Es bezeichnen 7;,7, den Innen- und AuBendurchmesser der Ringplatte, 


h deren Dicke, 
g(r) den Biegewinkel am Orte r, 
p die konstante Belastung je Oberflacheneinheit, 
Ww die Einsenkung an der Stelle r, 
Die, = 72) die Biegungssteifigkeit, 
Elastizitatszahl des Plattenstoffes, 
bh Poissonsche Zahl. 


Mit 

u=sing 
gilt fiir die Biegungsmomente G,, G, im Meridianschnitte und im dazu senkrechten 
zweiten Hauptschnitte 


du u 
Gy a D | dr +p yf}? (1) 
u du 
ogee r dr (2) 
Mit, ¢ = "und Kinfithrung einer dimensionslosen Spannungsfunktion y (0) 


va 
lassen sich die Membrankrafte 7,, 7, in den genannten Schnitten darstellen durch 


Te (3) 
D dy 
T, = Pa (4) 
Mit der Festsetzung 
sad 
® (c:) = 2/3 =" ue) (5) 


Re K. Federhofer: Osterr. Ing. Arch. Bd. 1 (1946), S 21—35; u. Bd. 11 (1957) S. 252—256; 
im Auszuge auch Z. ang. Math. Mech. 25 (1945), S. 5—10 mit weiteren Schrifttumsangaben. 


* E. Schwerin: Z. techn. Physik, 10 (1929) 8S. 651—659. 
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und mit dem homogenen Differentialoperator 


d* 1 
EAC YS dp? + 0 do 


2 


lauten die Grundgleichungen fiir die Berechnung der gleichmaBig belasteten Kreis- 
ringplatte mit groBer Ausbiegung®) 


L(y) +m =0, (6) 
Oy 0 a 


l—u 
gellar” Tease (8) 
— pr 4 
6 = 24/8 (1 —p*) Far (9) 
Die Dimensionslose 
Pra" 
tty (10) 


stellt den Plattenparameter dar. 


Diese beiden nichtlinearen Differentialgleichungen II. Ordnung sind mit den vier 
Randbedingungen 


d@ @D * vi 
Zeokt > ~ 0 fire =1unde=-o,=7, 
i ly y 
6 tie p= o, — e  S O ir o eit 
~ OP te vip oes ir 9 


zu integrieren. Die beiden ersten Bedingungen bringen das Verschwinden des Spannungs- 
momentes G, am Aufen- und Innenrand der Ringplatte zum Ausdrucke, die dritte 
das Verschwinden der Membrankraft 7', am freien Innenrande, die vierte die Fest- 
haltung des gelenkig gehaltenen AufBenrandes (ausgedriickt durch Nullsetzen der 
T, —p 1). 


h2 
tangentialen Dehnung «, = car ( 


II. Lésung der Grundgleichungen (6) und (7) 


Der naheliegende Weg zur Lésung der beiden nichtlinearen Grundgleichungen 
besteht darin, die Funktionen ® und y als unendliche Reihen mit positiven Potenzen 
von 9 anzusetzen und deren Koeffizienten durch Eintragung der Reihen in die Grund- 
gleichungen und Erfiillung der angegebenen Randbedingungen zu bestimmen. Wie 
eine nach diesem Verfahren durchgefiihrte eingehende Untersuchung‘ in dem wesent- 
lich einfacheren Falle der vollen Kreisplatte gezeigt hat, erfordert die numerische 
Durchfiihrung solcher Rechnungen einen sehr grofen Rechenaufwand, da infolge 
der schlechten Konvergenz der beiden Potenzreihen eine sehr groBe Zahl von Gliedern 


8 Thre Herleitung findet man in der Arbeit des Verfassers in: Luftfahrtforschung Bd. 21 (1944) 
Ss. 1—10. 

4K. Federhofer: Sitz. Ber. Osterr. Akad. d. Wiss. (math. naturw. KI.) Abt. Ila, Bd. 155 
(1946) S. 15—43; vgl. auch FuBnote 2. 
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beriicksichtigt werden mu8. Zur Gewinnung von passenden Werten der Anfangs- 
koeffizienten in beiden Reihen ist aber jedenfalls zunadchst die Kenntnis einer Naherungs- 
lésung der Grundgleichungen notwendig, die dadurch gewonnen wird, dab die nicht- 
linearen Glieder der Grundgleichungen durch jene Werte ausgedriickt werden, die 
sich aus dem Grenzfalle der biegungsfesten Ringplatte ohne Membranwirkung berech- 
nen lassen; mit der Integration der nun linearen Differentialgleichungen ergibt sich 
eine Naherungslésung der Grundgleichungen. 


A. Ringplatte ohne Membranwirkung 


Fiir diesen Grenzfall (lineare Plattentheorie) ist y = 0, womit sich Gl. (7) verein- 
facht in 


L(#) +5 |e—“-] =0 


mit der Losung 
Cy 0 Q° 0 0: Q 


iC) 
PAG) == Ci ae ié ge ae ee. (11) 


Durch Erfiillung der fiir ® (o) vorgeschriebenen Randbedingungen ergeben sich die 
beiden Integrationskonstanten c,, c, mit 


0 0;* oO * 
¢ = waar |e “> fb) se (he 8 thoes a CE Te euics = pe In o,| = Gg ors ee 
oO Q;" o * 
Oo Teme tne le + Br aR) Tg a8 | = 776 P82 Ss 
womit Gl. (11) tbergeht in 
(2) m : Gt 
® (0) = 4g | (er — 2 02) Os 0* a > ee ey (14) 
Mit w = 0,3 liefern die Gln. (12, 13) die Werte 
4 0;* 
cy" = 2,58846 + 1,461540,* + 7 o 5 Ingy (15) 
: 2 2 57 4 9" 
C= 4,71429 0,? + 1,85714 Toe In 9,. (16) 


Diese nur von der Lochverhialtniszahl 9; abhangigen Konstanten C,*, C,* kénnen 
daher fiir verschiedene 0, ein fiir allemal tabuliert werden. 


Tabelle I 


| | 
a | 0,1 | 0,3 | 0,5 | 0,7 | 0,9 ut Ia 
c,* 2,55214 | 962713 | 9,67280 | 258205 | 2,26661 | 20 
Cyt 0,04542 | 0,32468 | 0,74948 | 1,0626 | 41,1156 | 1,0 
| 


Fir die Durchbiegung w (r) der Ringplatte an der Stelle r — r, 0 gilt 


dw ; 
——4, =sinne =u 
h 
oder wegen Gl. (5): —dw = = ® (0) do; 


2/3 
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hieraus folgt mit dem Ansatze (14) und mit der Randbedingung 
Ww (Q)o=1 = 0 


h ¢\* ; , 1 — og! 
w (0) = areal — 2¢,'| Giese - sen lGs” 212 0:72.09") In o| 


oder mit Beachtung der Gln. (9 und 10): 


w (0) 3 c,* 9 ee ‘ 
a ee ee) |(S = 2 0,4] aes oa = — (¢," + 20,7 0? In 0) (17) 


Mit @ = @, ergibt sich hieraus fiir die Einsenkung w, des Innenrandes 


W; 3 : 
= —e)>| 


c,* tL ¢:" 


> —2ee] (1 —e8)— “4 — (er + 2e4)Ine,| (8) 


oder nach Kintragung der gemaB den Gln. (12 und 13) fiir c,* und c,* geltenden Werte 
und nach einigen Umformungen® 


a rin eta A 3 

5+ 22 es ee Jas Lae o,| 
(19) 

Fiir die volle Kreisplatte folgt hieraus mit 9; = 0 das bekannte Ergebnis 


w; 


Qa =e + pf) ». 


ea 


Nachstehend sind die aus Gl. (18) gerechneten Werte w,/vh fiir fiinf Lochverhaltnis- 
zahlen 9; im Bereiche von 0,1 bis 1 mit uw = 0,3 angegeben. 


vy bedeutet hierin den Plattenparameter gemaB Gl. (10). 


Tabelle 2 
0: | 0,1 | 0,3 | 0,5 | 0,7 | 0,9 | 1,0 
Ww; | | | 
: 0,750 | 0,815 | 0,682 0,354 0,053 | 0 
Vy | | 
| | | 
W; 


Die strichlierte Kurve in Abb. 1 zeigt die Abhangigkeit der Werte ~~, von 9; und 


dient fiir Interpolationszwecke. Fiir die volle Kreisplatte ergibt sich aus Gl. (20) 


eee 


— 0,6956. 


Uber die Form der Meridianlinie der durchgebogenen Ringplatte in ihrer Abhangig- 
keit vom Lochverhaltnisse 9; geben die in Abb. 1 dargestellten Kurven AufschluB. 


w (0) 


Es sind dort zu den Abzissen 9 die homogenen Durchbiegungswerte — — nach Gl. (17) 
fiir Ringplatten mit 0, = 0,1, 0,3, 0,5, 0,7 gemaB den Zahlenangaben der folgenden 
Tabelle aufgetragen. 


5 Vgl. hiezu A. u. L. Foppl, Drang und Zwang, Miinchen und Berlin 1920, 1. Bd. Die dortige 
Gl. (97) (S. 177) stimmt tiberein mit Gl. (19). 


w (Q) 
Durchbiegungswerte 
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vh 
Tabelle 3 
0; = 0,1 0,7501 | 0,6497 | 0,5068 | 0,4185 | 0,3210 | 0,2098 | 0,1087 0 
0; = 0,3 = 0,8148 | 0,5951 | 0,4825 | 0,3654 | 0,2447 | 0,1222 0 
0; = 0,5 — — 0,6819 | 0,5409 | 0,4035 | 0,2677 | 0,1328 0 
Qo; = 0,7 = — — Se 0,3543 | 0,2331 | 0,1152 0 


Im Bereiche 9, = 0,3 verlaufen nach Abb. 1 die Meridianlinien nahezu geradlinig; 


die Mantelflache der deformierten Ringplatte geht daher fast in einen Konus tber. 


Plattennuie 
armen Ie. Of G3 OS Q7 G9 10 


Abb. 1. Meridianlinien der durchgebogenen Ringplatte fiir 0; = 0,1, 0,3, 0,5, 0,7 


B. Beriicksichtigung der Membranwirkung der Ringplatte 


Die Ermittlung des Einflusses der Membrankrafte auf die Formanderung und 
Spannungen einer diinnen Ringplatte erfordert die Beibehaltung des nichtlinearen 


P 
Gliedes ee in der Grundgleichung (7), das bei der im Abschnitt (A) durchgefiihrten 


Berechnung der Biegungsfunktion ® nach der linearen Theorie unberiicksichtigt 
geblieben ist. 
Eine Losung der vollstandigen Grundgleichung (7) in geschlossener Form 


ist nur moglich mit der Annahme - = R?(R = Konstante); dann lautet Gl. (7) 


pli +—@ (+R) 044 le a") =0. 


Mit den Substitutionen 
i= f° CO, Re =% 
geht sie tiber in 
d* ie Liat: 
dn? ' » dy 


O |» ork 
ie 29) 
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mit der Lésung 


2 we (21) 


worin J, und N, die Besselsche Funktion erster und zweiter Art von der Ordnung 
Kins und dem Argumente (i 7) darstellt. (i = imaginire Kinheit). Die Annahme 


Y . as ‘ 
ea R* ist gemaB Gl. (3) gleichbedeutend mit der Voraussetzung einer entlang der 


Meridianlinie konstanten Membrankraft 7',. Da aber 7’, am freien Innenrande der 
Platte auf den Wert Null absinken muB, so kann diese Annahme nicht zugelassen 
werden®, 

Kin die beiden Randbedingungen fiir die Funktion (0) erfiillender Ansatz fiir 
y/e ergibt sich aus der nichtlinearen Grundgleichung (6), indem dort fiir die Biegungs- 
funktion ®(09) der Ausdruck (14) eingesetzt wird, der der linearen Biegungstheorie 


entspricht. 
Mit 
m Dp? 
— "= = Qe) (22) 
lautet die Gleichung (6) 
L(y) = Q (@). 
Sie besitzt die Lésung 
C4 Q 1 
vo)=qe+S+ 5 / @de—sy [ Corde: (23) 


die Integrationskonstanten cs, c, sind bestimmt durch die Randbedingungen: 
= 0). fur o = 9,; a =O zx, 
Y ure = 9; re . 7 Otte 


Mit dem viergliedrigen Ausdruck (GI. 14) fiir ® (9) wird die Funktion Q (@) in (22) 
zehngliedrig, womit die Anzahl der Glieder von y (g) in (23) bereits auf 22 ansteigt, 


: ; @D 
so daB sich fiir das in Gl. (7) zu beriicksichtigende Glied o ein Ausdruck mit nicht 
weniger als 88 Gliedern von komplizierter Form ergeben wiirde. 


Die folgende Naherungslésung, die einen noch ertraglichen Rechenaufwand er- 
fordert, wird dadurch gewonnen, daf fiir die Biegungsfunktion ® (g) der dreigliedrige 
Ansatz? 


6 Bei der vollen Kreisplatte hat hingegen die Annahme 7', = konst. zu Ergebnissen gefihrt, 
welche die von St. Way 16 Jahre spater im Wege eines graphischen Interpolationsverfahrens 
gewonnenen genauen Ergebnisse iiberraschend gut durch verhaltnismaBig einfache geschlossene 
Formeln annahern. 

Vgl. meine Aufsaitze Eisenbau, 9 (1918) S. 152 und Forschung auf dem Gebiete des Ing.- 
Wesens 7. Jg. (1936) S. 148. 

Ohne Bezugnahme auf diese Arbeiten hat H. D. Conway in einer im Vorjahre erschierenen 
Notiz ,,Zur Lésung von St. Way fiir die eingespannte Kreisplatte‘ die Annahme T, = konst. 
neuerdings benutzt. (Journ. Appl. Mech. 24, (1957) S. 151.) 


7 Der Ersatz des viergliedrigen Ausdruckes (14) durch den dreigliedrigen Ausdruck (24) ist 
im Bereiche 9; < 0,5 dadurch begriindet, da das letzte Glied in (14) nur wenige Prozente des 
Gesamtwertes ausmacht. In dem praktisch weniger wichtigen Bereiche e; > 0,5 wird die ge- 
eignete Bestimmung von C den Ausfall des vierten Gliedes kompensieren. Mit dem Ansatze (24) 
wird die gréBte Durchbiegung der Ringelplatte bei Vernachlissigung der Membrankréafte bereits 
bis auf wenige Promille genau angenahert. 
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® (0) =C(o + ae + 2] (24) 


gewahlt und der Freiwert C so bestimmt wird, daf die Grundgleichung (7) moglichst 
gut erfiillt wird. 


Mit den Werten 


1l+p 1 
6 e 3 ee +1’ 
(25) 
Tat ek See 
ee ae Oe or et 
sind die fiir ® (0) vorgeschriebenen Randbedingungen befriedigt. 
s Hy + 2 2 
Mit dem Ansatze (24) wird gemaB (22) Q(e) = — mC? ee i a = 5 
Mit iCCmaeO (26) 
und By = 1 +20, 0, (27) 
lautet Gleichung (6) 
2 2 2° 
L(y) = — 2[B,e + 20109 + «20% + = oe (28) 
: : i OG, a epee 3 ms 
Aus (23) ergibt sich mit cs = 9 ¢3, Cy = 9 Ca die Losung 
fa es 
WAG) =a Jee eae F |, 
worin 
Bi @° mee — %*Q" Oy hee %2* In g : 
TAG) Oa Mf oe eee he ee (29) 


Hiemit wird 


dy Oo (it C4 102 
7 et =F [60-9 —-S0+H—{ad +m +42 @—m + 


a, Q* a,” 9% hy” ‘ (1 + 4) 
+6 (B=) + og Sw) Spell Be) 2 a o\| 
pderumit’ {2% j= Pao) 

dy y Ore C4 
do oe |S lh) eee —P (|. (30) 


Entsprechend den fiir die Funktion y (9) vorgeschriebenen Randbedingungen 
gelten die nachstehenden zwei Gleichungen 


C30; + . + F (o,) = 0, 
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Fiir die Integrationskonstanten ergibt sich somit 


Wal ie , 
s=y [a 0+) Pel, (32) 
es 1 
We tea [P (1) 0; + (1 —p) F (@,)], (33) 


wobei 


Mit den Abkiirzungen 


folgt schlieBlich aus (29) die Funktion y (0) mit 


2 x Ky By ay a" : Cie 
ve) = 3 [Ke +3 ee pe — see? —2ozelng +“ Ine]. (36) 


In der folgenden Tabelle 4 sind die fiir vier Lochverhaltniszahlen 9, gerechneten 
Hilfswerte «,, x, 8,, F (0,;), P (1), ¢3, cy, K, und K, zusammengestellt. Hiebei wurde 


= 0,3 gesetzt. 
Tabelle 4 
0; 0,1 US 0.5 0,7 Gleichung 

oy — 0,39 — 0,3614 — 0,31515 — 0,26439 
os + 0,01839 + 0,15334 + 0,37143 + 0,61073 (29) 
By ++ 0,98566 + 0,88916 + 0,76588 + 0,67706 (27) 
F (0;) + 0,00396 + 0,09574 + 0,36755 + 0,75796 (29) 
P (1) + 0,42605 + 0,54465 + 0,73239 + 0,93282 (31) 
Cs + 0,59682 + 0,62093 + 0,48143 + 0,18181 (32) 
cy — 0,00636 — 0,08461 — 0,30414 — 0,61966 (33) 
K, + 0,61521 | + 0,77427 + 0,85286 + 0,79254 (34) 
K, — 0,006195 — 0,07285 — 0,23516 — 0,43317 (35) 


Geht man nun mit den durch die Gleichung (24) und (36) bestimmten Funktionen 
® (0) und y (@) in die Grundgleichung (7) und bezeichnet den sich dabei ergebenden 


Ausdruck mit E (0), so soll dieser fiir die strenge Losung bei jedem 9p = ie gleich Null 


sein. Diese Gleichung wird nun fiir jenen noch offenen Wert C am besten erfiillt, 
welcher der Galerkinschen Vorschrift 


geniigt. Setzen wir 


® (oe) = C ® (0), 
v (0) = ¥ (0), (36a) 
m C* 


oder wegen (26): Vio =" » (0), (36b) 
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so ergibt sich fiir die linke Gleichungsseite von (7) 


m oy (0) 0;? 
H(e) =8a,g0— FOr 4 5 [g— ). 


Demnach lautet obige Bedingungsgleichung fiir den Freiwert C 


1 1 1 
ee: mC SS 0 es 
84,0 { (0) o%de — 5 [ Pye +5 fe(e—%] do =0. 
Q; "i 
1 


so ergibt sich fiir C die kubische Gleichung 
1 
WGI a |. oO 
80, b,0 ——3— | Or Hde + > (bi — 2,7 by) =0. (39) 
93 


Die Auswertung des mittleren Integrals erfordert eine ziemlich langwierige Rech- 
nung, die zu folgendem Ergebnis fiihrt 


ee Pi Ps 4 5 
[vdeo = “or (Ll igs) Pe nee age (oe ‘ (1 e,*) + + (1—¢,8)— 


: De of 1 
=) aay (1 = 012") Sc (1 0;*”) 14 (1 @;"*) - [1 =| 


In 9; 1 1 
+ a! | = Fe i)}. (40) 


Hierin bedeuten: 


Py = 2%, K, + B, K, — | a’, P, = 20, K, + Ky, a,?, 
= K Bi 9 K % XQ” K 2 X, X3 By? é 7 o* 
a ae g + 40 hy Ey Pa = By ay So gee ae ++ 20 Kya 
Ky” ay “ YF | 
Ps = K, Xe 12 3 Ky Bas Ps ae ; +- O4 Ks” Bas 
ae Gy" 


Pr= 4 > Pe = og > Po = Ko aq", Dig = a? By — 4 0°, 


q —~ 3 Oy 2 Sores — 2 2 ae © 
Pir 1 Hy 2m Bi, Pig = % 1? H 461%, Dig = 2 0" Gs, Ma = Ga" 
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Mit den Zahlenangaben in Tabelle 4 ergeben sich aus Gleichung (40) folgende Werte 


Tabelle 3 


a. TF 
Qi 0,1 0,3 | | | Gleichung 
eee ee | iets 
1 | 
J By de 0,068085 | 0,149203 | —0,208311 0,119164 | 
e; | | 
2 1,5865 | 1,8083 | 22452 2.8069 | Gl. (43) 
Fir die Durchbiegungskurve w (ge) folgt aus 
dig 6 ie o( hg ee ‘)a 
bape tag et ee @ 
nach Integration 
hC [{[1—e 1 
w (0) = 5 ( “Tlie aks Wer een a In 0} 
es betragt daher die Einsenkung w (0;) am Innenrand 
w (0;) Cc 
ro Says? (41) 


worin der Wert 6, aus Gleichung (38) zu entnehmen ist (vgl. Tabelle 9). Mit Be- 
niitzung von (41) la®t sich die kubische Gleichung (39) fiir C in eine solche fiir das 
Durchbiegungsverhaltnis w,/h iiberfiihren, wobei sich nach Ersatz von © durch den 
in (9) angegebenen Ausdruck folgende Gleichung ergibt 


Ss +h (5) Sia. (42) 


Hierin bedeuten 


# (i = p*) 
A= — 8 a, b; bs? [ove (43) 


3 (by — ge Ba) (1 = 8) ba (44) 


eines 4a, b, 


Bei Beschrankung auf die lineare Biegungstheorie verschwindet 4, gemaB Gl. (43) 
und es bleibt 


Ww; 5 
( h ae BAaY ise) 


als linearer Zusammenhang der Durchbiegung mit dem Plattenparameter ». Die 

Beriicksichtigung der Membranwirkung ergibt aber hiefiir gem 8 Gl. (42) eine kubische 

Parabel. Die Gl. (45) erméglicht die Beurteilung der Giite des unserer Rechnung 

zugrundegelegten Ansatzes (24) fiir ® (@) durch Vergleich der hiemit erhaltenen Werte 
w,/h mit den exakten Werten der linearen Theorie in nachstehender Tabelle: 
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64 
Tabelle 6 
a EE ee 
5 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 
SE SO Mh a CEs Pe Te i 
120; 
——— 0,7523 0,839 0,6828 0,3547 0,0528 
nach Tabelle 2 0,750 0,815 0,682 0,354 0,053 
Za ae 450,38 +29 + 0,12 + 0,2 20,4 
/O + | 


Wenn die Ringplatte so diinn ist, daB ihre Biegungssteifigkeit als verschwindend 
angesehen werden kann, dann liegt der Fall einer Kreisringmembrane vor; fiir 
diese vereinfachen sich die Grundgleichungen (6) und (7) in 


@2 
L(y) + ~— =9, 


fC) 
Dy = 3 Ae "6; ) 


oder mit Einfiihrung der dimensionslosen Membrankonstanten 


pe alia 
B meh 
und mit den Substitutionen 
aa % Dh : 
2 V8 r, 8B’ 
aewior® yp h* ; 
Y 12 mrt ay BP 
¥ @* 2 


Di phiig Sea 


Die Integration dieser nichtlinearen Differentialgleichungen mit Hilfe von Potenz- 
reihen verdankt man E. Schwerin®; es ergibt sich 


3 — 
p* 
w (0;) = 1, @; /é ; 


woraus fiir das Einsenkungsverhaltnis w,/h mit Riicksicht auf p* = » —. 
die einfache Formel “! ms 
ie einifache Forme > = OY Se (46) 
folgt. Hierin gilt fiir den nur vor der Innenlochzahl 9; abhangigen Beiwert w,; nach 
Schwerin mit “ = 0,3 
, 0,34 
fiir 0; = 0,1 0,5 0,9. 
Mit Benutzung des Galerkinschen Verfahrens lassen sich tibrigens einfache 
Formeln entwickeln, die nach den Vergleichsrechnungen des Verfassers® als praktisch 


vollkommen ausreichender Ersatz fiir die langwierigen Reihenentwicklungen gelten 
konnen. 


* K. Federhofer, Luftfahrtforschung, Bd. 21 (1944), 8. 8. 
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In den Abb. 2 und 3 ist die durch Gl. (42) gekennzeichnete Abhangigkeit des 
Kinsenkungsverhaltnisses w,/h vom Plattenparameter » fiir die Innenlochzahlen 
@; = 0,1 und 0,5 in den Kurven III graphisch dargestellt, wobei auch jedesmal die 
der Gl. (46) entsprechende kubische Parabel und die Membranlésung (Kurve IT) 
eingetragen ist (vgl. hiezu die nachstehende Tabelle 7 ) 


13 


10 


w. 
Abb. 2. Einsenkungsverhiltnis 5 in Abhingigkeit vom Plattenparameter ». I lineare Biege- 
theorie, II Membrantheorie, III Nichtlineare Theorie 


15 


ira 
|__| 


10 


Abb. 3. Einsenkungsverhaltnis = in Abhingigkeit vom Plattenparameter y. I lineare Biegetheorie, 
Il Membrantheorie, III Nichtlineare Theorie 


Tabelle 7 
Plattenparameter v in Abhingigkeit von w,/h und @;. (Gl. 42 und Abb. 2 und 3). 


w,/h pep ee | Oe oe | 08 (ar oe are 
f= &1 »| 0,283 | 0,667 | 1,253 | 2,143 | 3,488 | 5,239 | 7,648 | 10,765 
0-05 |»| 0,318 | 0,791 | 1,577 | 2,829 | 4,706 | 7,361 | 10,924 | 15,633 


® Z. techn. Physik 10 (1929), S. 651. 


Ingenieur-Archivy XV/1—4 5 
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Fiir sehr kleine Plattenparameter gelten die der gewohnlichen Plattentheorie nach 
Gl. (45) entsprechenden geradlinigen Diagramme (Kurven I). Aus diesen Diagrammen 
sind die recht betrachtlichen Abweichungen abzulesen, die sich hinsichtlich der Kin- 
senkungen des Innenrandes ergeben, wenn ihre Berechnung nach der linearen Biegungs- 
theorie der Ringplatte oder nach der Membrantheorie durchgefiithrt wird. 


Bei einem Durchbiegungsverhaltnis =" ~ 1 tiberschneiden sich die Kurven II und 


III; von diesem Bereiche an iiberschreiten die nach III gerechneten Einsenkungen w; 
jene nach der Membrantheorie II. In diesem Bereiche groBer Ausbiegungen genigt 
offenbar der dreigliedrige Naherungsansatz (24) zur Lésung der nichtlinearen Grund- 
gleichungen nicht mehr und es miiBte auf den viergliedrigen Ansatz (14) zurtickge- 
griffen werden, womit freilich der Rechenaufwand sehr betrachtlich ansteigen wiirde 
(vgl. Bemerkung nach Gl. 23) 


III. Berechnung der Spannungen 


Es iiberlagern sich die von den Biegungsmomenten G4, G, und von den Spann- 
kraften 7',, 7, erzeugten Spannungen. 
A.) Biegungsspannungen 


Aus den Formeln (1) und (2) ergeben sich bei Beachtung von (5) fiir die Biegungs- 
momente die Formeln 


Dh d@® D h @D d@ 
G,=—- = = : 
1 23 142 (F T Le ie Ge ; =(5 Kea): 


mit dem Ansatze (24) fiir ® (0) folgt hieraus 


Dh a, (1 — 4) 
C= _ p re IS 
1 senr C[ltutaG+ae o |. 
Dh a (1 — pw) 
G, = — 2 ee sa te 
1=— ayer Olt tata t sme + eS") 
Mit Verwertung der Gl. (41) und mit den Abkiirzungen 
es 
f.=1ltptoay(3 +p) e?—— a ay 
a (1 — qm) 
go= Lt uta (lL + 3y)e? +O 
ergibt sich 
Dh w; Dh w, 
cae br? he i, Ce bsrg2 hh G2: 


: : : : h 
Die von diesen Biegungsmomenten in den Randfasern +- -—- erzeugten Biegungs- 


: 6G, 6 G, 
spannungen berechnen sich aus <p baw: gc) 
D2 


8 ; 
+ HK a. Vio bzw. +E H ae Vo, 
worin ; ; 
1 W; 1 W; 
12 PO ID) Ye Se gee oe 
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Da am freien Innenrande und am gelenkig gehaltenen AuBenrande G, = 0 ist, 


so gilt y,* = 0, y,' = 0; es erfahren diese Riinder demnach nur tangentiale Rand- 
spannungen 


h2 h2 


Bais — 8, Bil +e, Fos) + w (1 + 3a, — a,)], (47) 
und 
h2 F h? (1 — p) 
Ear = By Bll te +a +3) o¢+ 28 A] (48) 


1 Ww; 
2(1— pw*)b, A 


worin abkiirzend = B gesetzt wurde. 


Die lineare Biegungstheorie liefert hingegen mit dem fiir @ (0) zustindigen An- 
satze (14) 


Pai lies oe Or), Tt me) 4 03° — (1 4.3 2) Pele), (49) 


w 


. 3 
V2" =F |r — 200) fh) oS py? (1 + 3.2) :0,7,-+- 


ih— 
+ 20 + 402 +m) nel (50) 

Bezeichnet z die durch Gl. (20) bestimmte und aus der Tabelle 2 zu entnehmende 
Verhaltniszahl w,/y h, so kann der Beiwert 3/8 - » in den vorstehenden beiden Gleichun- 


: 3° WwW; 
gen durch den von w;,/h abhangigen Wert ,—~ |” ersetzt werden. 


Die folgende Tabelle enthalt die Werte y,"/w,/h und y,'/w,/h fiir die Lochzahlen 
0, = 0,1 bis 0,7. 


Tabelle 8 
Qi 0,1 / 0,3 0,5 0,7 Gleichung 
yo" : w;/h 0,71437. | 0,71997 | 00,9455 1,593 Gl. (47) 
Yai : w;/h 30997 | 24984 2.1544. 2,5045 Gl. (48) 
yo" : w;/h 0,7178 |  0,74748 |  0,9635 1,6056 Ltt 2 
eva ~ | 3,172 | P32,8375 2,1153 2,4895 Gl. (50) 


B.) Membranspannungen 
Fiir die von der Membranwirkung herriihrenden Spannkrafte 7',, 7’, liefern die 
Gl. (3) und (4) in Verbindung mit (37) und (8) 
h? hO® ¥(o) he hor dp 
T= r,2 48 ad 


a 


es betragen daher die ihnen entsprechenden Membranspannungen 


he + he 


E T1; K 


——— Emagen 
T* Tae a 


wobei die Zahlenwerte 1,, 7, durch 
890 , _o ay 
CEN? AST 22 a. 48° do 
5* 
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bestimmt sind. Da am Aufenrande ¢, = => (7, — uT,) = 9, so gilt dort die 
Beziehung 


a = a 
Co ty 


Entnimmt man » (g) aus Gl. (36a) und (36) und beachtet Gl. (41), so ergibt sich 
schlieBlich 


4 b,? o? 
1 Ww, \2 <A CHa all 3 Day 
a= ar le | sa) (( | 5 q Pie ea 
gee Cae 
aor ‘—24,Ing—-, In o| 
mit den Sonderwerten 
am Au®enrand (9 = 1): 
1 w,; \2 44 B o a? 
te ba (5) Es ee ae ae ae (51) 
1 w,\2] — ie Oy” 3 5 a 1 4" 
T° a 4 bs? ( h Ie Cay) (: 5 i 4 By = a (52) 


am Innenrand (e = @ 


°. 
— 


: J WW, \ 22 _ Cae iL 3 P 5 a Ta 
1 — 4 by? (3) | &y) (. : : - 4 By 0,” pas = 1 o;* -— ae o;° a 


Die Ergebnisse der Auswertung der vorstehenden Formeln fiir die Lochzahlen 
0; = 0,1 bis 0,7 enthalt die folgende Tabelle . 


Tabelle 9 
0; 0,1 0,3 0,5 0,7 Gleichung 
bs 0,43986 0,55 0,55860 0,4226 (38) 
ey ae 0,54435 0.44127 0,38026 | 0,82375 | (51) 
au ' 0 Ser valet 0 ai 
ta": (wh)? |  0,16881 | 0,13238 | — 0,11408 ~0,09713 ~— | = 0,37,%, (52). 
zi$i (wyh)® | 2,79201 | -1,7888 "| 19006 J ganas © 1) yea) 


Fiir Vergleichszwecke seien noch jene radialen und tangentialen Spannungen 
o,, 0, angegeben, die sich bei der Berechnung der Ringplatte als Kreisringmembrane 
nach EK. Schwerin® ergeben. 


Es ist Be. Vee as 


somit arene 
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Die Beiwerte o, und o, sind in der Arbeit von Schwerin nur fiir die Lochzahlen 
e; = 0,1 und 0,5 berechnet worden; ihre Sonderwerte fiir den AuBen- und Innenrand 
sind aus nachstehender Tabelle zu entnehmen. 


Tabelle 10 


Q; 0,1 0,5 
AuBenrand | iB ri 2 
0; 0,31 0,19 
— a = = = ake <2 & 
| (ip 0 0 
Innenrand Deets A Se Diet ae Sant ey Se eee | ee SR eS 
G,! 2,722 2,33 


Ww; 2 * 
a auszudriicken, ist der Parameter » 


in den Formeln (54) durch den aus Gl. (46) folgenden Wert 


Um auch hier 7’, und 7, in Abhangigkeit von 


zu ersetzen. Hiemit wird 


Fiir den Innenrand ergibt sich hieraus 


~ hes 

bei 0; = 0,1: t,' = 2,0118 (":) 
(56) 

7. \2 

bei 0; = 0,5: 1’ = 2,0712 (7) 


Die Zahlenangaben der Tabellen fiir die Spannungswerte zeigen, dal die 
groBte Beanspruchung der Ringplatte bei gleichmafiger Belastung stets fiir alle 
Lochverhaltnisse 90; am Innenrand in tangentialer Richtung auftritt. Die 
Abb. 4 und 5, in denen die sowohl nach der strengen Theorie wie auch nach der linearen 
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Abb. 5. GréBte Spannung oa’, am Innenrande fiir g; = 0,5. I Lineare Theorie, II Membran- 
lésung, III Strenge Lésung 


Biegungstheorie und nach der Membrantheorie berechnete Gro&tspannung o,* in 
Abhangigkeit vom Einsenkungsverhiltnisse w,/h dargestellt ist, lassen die mit w,/h 
stark zunehmenden Abweichungen der nach der Naherungstheorie erhaltenen erheblich 
kleineren Spannungswerte von den genauen Werten klar erkennen. 


(Eingegangen am 20. April 1960) 


Der elastische Spannungszustand in einer durch eine Parabel 
begrenzten ebenen Scheibe infolge Einzellast im Kerbgrund 


Von L. Foppl, Miinchen 
Mit 2 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Kin vom Verfasser entwickeltes Verfahren zur Behandlung ebener Elasti- 
zitatsprobleme wird an einem Beispiel vorgefiihrt. 


In der unter dem Titel ,,Zur konformen Abbildung ebener elastischer Spannungs- 
zustande“ in der Zeitschrift ,,Forschung auf dem Gebiete des Ingenieurwesens“ er- 
schienenen Arbeit* hat der Verfasser gezeigt, da die beiden Spannungsinvarianten 
eines elastischen ebenen Spannungszustandes, bezogen auf die krummlinigen Koor- 
dinaten wu, v mit w = wu + iv baw. w = u — iv, in vielen Fallen wiedergegeben 
werden durch: 


Oy + Oy 1 2 

wT => [(w) + 6 (0) (1) 
0, — Oy . 1 2() d ® (w) a 
A + ty = Sa + Se (2) 


* Foppl L.: Zur konformen Abbildung ebener elastischer Spannungszustiinde. Forsch.- 
Ing.-Wes. 26 (1960) Nr. 6, 173/78. 
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Darin bedeuten 


(3) 


baw. 2 =2—ty =2(w) =z (u—iv) 


den analytischen Ausdruck fiir den Ubergang von den kartesischen Koordinaten 2, y 
auf die rechtwinklig krummlinigen w, v; z (w) ist dabei eine analytische Funktion von w. 

Die in der zweiten Invariante nach Gl. (2) auftretenden Funktionen G, (w) und 
G, (w) sind reine Funktionen von w bzw. von w allein und dienen dazu, die Grenz- 
bedingungen zu befriedigen. Sie stellen fiir sich allein einen harmonischen Spannungs- 
zustand dar, fiir den die erste Invariante und damit ® verschwindet. Um dies nach- 
zuweisen, sollen die zugehérigen Spannungen durch den Index o gekennzeichnet 
werden. Es gilt also die Beziehung: 


Guo — Fro 


2 + t Tico a G, (w) 2% Gy (w) _ (4) 


G, (w) = gi (4, Vv) + 4 gs (U, v) 
Gy (wW) = gs (U, ¥) — 7 gy (u, v) (5) 
analytische Funktionen von w bzw. w sind, so ist mit 7 = 1, 2, 3, 4 


>? 2 7 

(sor + sor|as(u, 0) =0. (6) 

Denkt man sich in irgendeinem Punkt des u, v Koordinatensystems in Richtung 

der Tangenten an die Netzkurven uw = const. und v = const. ein kartesisches Ko- 

ordinatensystem x, y gelegt, so lassen sich die Spannungen an diesem Punkt aus einer 
Airyschen Spannungsfunktion /F, (x, y) ableiten: 

ew a Clete ve Ly 

uo dy? > On = a2 > 7 has 


o uvo ala Nr My (7) 


Setzt man diese Werte fiir die Spannungen in Gl. (4) ein und wendet alsdann auf 
beide Seiten dieser Gleichung die Operation: 


Pe >? 2 f 2 >2 | 

A= dx? oy? le Ee a (8) 

an mit 1/h als ,,Verzerrungsfaktor‘‘, so verschwindet wegen Gl. (6) die rechte Seite der 

Gleichung. Damit auch die linke Seite zu null wird, mu8 4 F, konstant oder gleich 
null sein: 

AD, = Cy 2% = 9. (9) 


Diese Uberlegung gilt fiir jeden Punkt des durch den Index o gekennzeichneten 
Spannungszustandes. Da fiir ihn iiberall die Spannungssumme, d.h. die erste Invariante 
@® verschwindet, so handelt es sich um einen harmonischen Spannungszustand. 
Umgekehrt folgt aus dem Verschwinden der Spannungssumme nach Gl. (9), daB die 
zweite Invariante, die in Anlehnung an die Darstellung durch den Mohrschen Spannungs- 
kreis auch als ,,Kreisvektor“‘ bezeichnet wird, die Form von Gl. (4) mit beliebigen 
Funktionen G, (w) und G, (w) annimmt, wie auch in der oben angegebenen Arbeit 
gezeigt worden ist. 
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Die Bestimmung der Funktionen G, (w) und G, (w) erfolgt, wie schon erwahnt, 
aus den Grenzbedingungen. Sei etwa u = u, ein lastfreier Rand, so daf hier tiberall 
(Cu)u-u, = 9 und (Ty,) =o sind, so folgt aus der durch Addition der Gl. (1) und 


U~ Uo 


(2) gewonnenen Beziehung 


1 = 1 z( d ® (w) fen ht 
Oy + ity = 5 [6 (w) + O(H)] — 5 . 4G w) + G (@) (10) 


die Randbedingung: 
(6, “ie Ni Fore Uo oa 0, (11) 


aus der sich die Funktionen G, (w) und G, (w) ermitteln lassen, wenn ® bekannt ist. 
Fiir die Anwendungen ist auch die aus der Differenz der Gl. (1) und (2) sich er- 
gebende Beziehung von Bedeutung: 


: 1 = 1 z(w) dad @D(w) = 
oe — itv = 318) + OW) +5 4, ‘ae 1 Oe 
dw 


Aus dem folgenden, im Titel der Arbeit bezeichneten Beispiel diirfte die Anwendung 
der Gl. (10) bis (12) deutlich hervorgehen. 


u*-3up Se uieeest 

o 
Abb. 1 Das parabolische Netz der Koordinaten w, v 
Beispiel 


Der Ubergang von den kartesischen zu den parabolischen Koordinaten u, v erfolgt 
durch die Abhingigkeit : 


2=e+ty =w?=(ut+iv)3, (13) 
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woraus 
eu —ys.y=—2uv 
und damit 
y= tury? = 4? (u* — x) (14a) 
baw. 
y2 = 4v2 (v2 + a) (14b) 
hervorgeht. Aus diesen Gleichungen erkennt man, dai w? = const und v2 = const 


Parabeln sind, die ein orthogonales Netz bilden (s. Abb. 1). Sie haben alle den Null- 
punkt 0 des Koordinatensystems 2, y als gemeinsamen Brennpunkt. Der Kriimmungs- 
radius im Schnittpunkt der Parabeln mit der x-Achse ist durch den Abstand dieses 
Punktes vom Brennpunkt 0 gegeben. Die Parabel wu? = u2, sei die Begrenzung des 
Korpers, an der in der x-Achse die auBere Last P angreifen soll. Entweder kann man 
die Grenzparabel u? = u?, auf den sich nach links hin erstreckenden konvexen Korper 
oder auch auf den sich nach rechts erstreckenden konkaven Kérper beziehen. Beide 
Falle lassen sich mit den gleichen Hilfsmitteln untersuchen. Unseren weiteren Uber- 
legungen soll der zweite Fall zugrunde gelegt werden, so da8 P im Kerbgrund der 
parabolischen Begrenzung des sich nach rechts ins Unendliche erstreckenden Kérpers 
angreift. Wird der Kriimmungsradius der Grenzparabel mit @ bezeichnet, so gilt: 


Q =U,” (15) 


Durch diese Beziehung wird der Einheitsmafstab festgelegt. Setzt man z. B. 9 = u,?=1, 
so ist die Einheitslange gleich dem Kriimmungsradius im Kerbgrund der Grenzparabel. 

Zu den Parabeln u*? = const gehdrt als Grenzfall auch eine Gerade. Sie entspricht 
einem unendlich groBen Wert von u*. Wiirde sie die Begrenzung des Korpers darstellen, 
d. h. u,2 — o sein, so kame man auf den wohlbekannten Spannungszustand in einer 
unendlichen Halbebene, hervorgerufen durch eine senkrecht zum Rand angreifende 
Einzellast P. Es entsteht ein vom Angriffspunkt der Kraft P auslaufender strahlen- 
formiger Spannungszustand, bei dem nur radiale Spannungen o, auftreten, die wie 
1/r abnehmen. Bildet man die Spannungssumme. so ergibt sich als mafgebender 
Faktor, mit dem | /r zu multiplizieren ist, 


ee (16) 


Diese Uberlegung behalt auch fiir die unmittelbare Umgebung des Angriffspunktes 
von P im Fall der parabolischen Begrenzung des Korpers nach Abb. 1 ihre Giiltigkeit. 
Man kann daher fiir die halbe Spannungssumme setzen: 


Cc 1 


C, a Ce 1 Cc 1 1 att 1 ; cl 
v. 2 FE — u,? Fe w? — u,? (17) 


= ay Swe) + ®(wl=>s I; Sy ag oe 


Fiir die weitere Rechnung werde c = 1 gesetzt und erst am Schlu8 wird wieder der 
Wert von c nach Gl. (16) eingesetzt. 
Aus i 


folgt 
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bzw. 
d @ (w) 2w 
dw a (w? = ae 


Damit geht fiir unser Beispiel Gl. (10) tiber in 


1 1 1 ww 


; 1 & 
Gyr lp = 9 age a She ee eee G, (w) + G, (w). (18) 


Da die Randparabel u2 = w,? bis auf den singuléren Punkt, an dem die Kraft angreift, 
lastfrei ist, muB fiir sie — abgesehen von diesem Punkt — Gl. (11) gelten. Um diese 
Bedingung zu erfiillen, sind die Funktionen G,(w) und G, (w) folgendermaBen zu 
wahlen: 


1 1 
G, (w) = D — Ap? apes 2 
(19) 
S 1 Ww (w — 2 U,) 
Gy (w) aro ee Up? 2 (w? aa] U2)? 
Damit geht Gl. (18) tber in 
. w (w+ w— 24u,) w (wu — U,) 
Oy oy 9 (w? — u,?)? a (w? — u,2)? : (20) 
Gl. (11) wird also befriedigt. 
Gl. (12) lautet fiir unser Beispiel: 
> ] 1 Ww (u — U,) : 
0, — UT yy = iit Up? pe Up? (w? — u,2)? * (21) 


Um die durch die Gl. (20) und (21) festgelegte Spannungsverteilung in der parabolisch 
begrenzten Scheibe naher zu beschreiben, bilde man fiir die w2-Achse (v = 0) nach 
Gl. (20) 


U (U — Us) 


Serr (eisZ0 (22) 


(o, sip d Tus)0=0 — (w2 —* Uo") 


Aus Symmetriegriinden muB8 (z,,,),9 = 0 sein, wie dies auch aus Gl. (22) hervorgeht. 
Die Verteilung der Spannungskomponente (a,,),) langs der Symmetrieachse ist auf 
Grund von Gl. (22) in Abb. 2 dargestellt. Dabei ist der Faktor = wegen Gl. (15) und 
(16) einzusetzen. Da P eine Druckkraft ist, sind die Spannungen (¢,),— 9 negativ. 
Aus Gl. (21) folgt: 

1 1 2 


(7, ee Tur)u=u, = 24U,v une! ae 27u,v + v? = 4u,2 + v2 sa (F)u=u, (23) 


Die Schubspannung langs der Grenzparabel verschwindet; d. h. (t,,,),,—,,, = 0. Der 
Angriffspunkt der Last P, d. h. v = 0, ist dabei als singularer Punkt auszuschalten. 
Die Spannung an diesem Punkt erhalt man aus (c,),_, mit Hilfe von Gl. (21). Die 
damit gewonnene Spannungsverteilung (o,),_, lings der Symmetrieachse ist in Abb. 2 


’ ' 2P ‘ 
dargestellt, wobei auch wieder ae als Faktor hinzukommt. Fiir den Ubergang der 


Parabelbegrenzung in eine geradlinige Begrenzung wird w,2 und damit auch 9 unend- 
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lich groB, so daB (o,),_, = 0 wird, ein wohlbekanntes Resultat; ebenso wird in diesem 
Fall (c,),,u, = 0, wie aus Gl. (23) hervorgeht. Um auch fiir Gl. (22) den Ubergang Zu 
u,” — co durchzufiihren, setze man den Abstand eines Punktes der Symmetrieachse 
vom Angriffspunkt der Last P gleich 7, so daB r = wu? — u,2 gilt. Damit folgt aus GI. (22) 


e 


Abb, 2 Die Spannungen langs der w-Achse. 


y se She : 2 OE ah 
Den Zahlenwerten fur die Spannungen ist als Faktor ~~ hinzuzufiigen 


1 
(udeXo nt. 2, Clad eda 72. “Tie es Via aes a 
U2 +® 0) h Bi 
oO 


Fiigt man noch den Faktor c nach Gl. (16) hinzu, so erhalt man das fiir die Halbebene 
Pa 

bekannte Resultat der Spannungen o, lings der x-Achse o, = ~~. 

Da demnach alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind, stellen die Gleichungen (20) 


und (21) die strenge Losung dar. 
Es ist leicht einzusehen, dafB auf dem eingeschlagenen Weg weitere Aufgaben der 


ebenen Elastizitatstheorie streng zu losen sind. 
(Lingegangen am 3. Oktober 1960) 
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Magnetic Field Design in Thermonuclear Research 


W. F. Gauster, Oak Ridge National Laboratory * 


Oak Ridge, Tennessee, USA. 
With 15 Figures 


Summary. Magnetic field and coil design, for controlled fusion research, is briefly described. 

Since the ohmic losses in the magnet coils are often in the order 10% to 10’ watts, power 
optimization is important. Some basic concepts of magnet coil optimization theory are briefly 
reported. A diagram shows the copperweight of long solenoids matched to a 6-Mw power supply 
as a funktion of field strenght and coil lenght. The degree of homogeneity of magnetic fields 
in infinite arrays of coils can be conveniently calculated by means of forms derived by G. R. North. 

Magnetic mirror fields with mirror ratios of 3,5 and extremely homogeneous central zones 
are required for DCX machines with helical ion orbits. For the design of these fields computor 
codes based on the minimization of the integral over the square of the field deviation are used. 
The fluctuation of the magnetic field strenght along the magnetic axis inside a relatively long 
central zone is only a few parts in 10+. 

Complicated calculations would be necessary to consider stray field effects; therefore a simple 
coil system has been used for experimental investigations. It is designed so that the zonal 
harmonics through the sixth order correspond to those of the original, complicated coil arran- 
gement. The reproduction of the external field is very good. 


As is well known, controlled nuclear fusion is the goal of intensive research activities 
at many places.’ * Experiments have been described’, using apparatus such as straight 
and toroidal pinch devices, the ‘‘Stellerator’’, the ““DCX’’-machine, “‘Ogra’’, “‘Scylla’’, 
‘“‘Astron”’ and many others. In all these experiments, magnetic fields, either generated 
by the discharge itself or produced by special coil arrangements, are supposed to 
confine the high energy plasma. “‘Magnetic Field Design” has already developed into 
an important part of the experimental technique of plasma physics*. During the last 
years intensive work in magnetic field and coil design has been done at the Oak Ridge 
National Laboratory motivated by the DCX-approach® in controlled fusion research. 
The following brief summary of these special development and research activities 
might serve as an example of this kind of work in general. 


I. Power Optimization of Large Magnet Coils 


Fig. 1 shows a schematic cross section of a DCX machine with extension coils and 
long arc’. The axial magnetic field, produced by the mirror and extension coils is 


* Operated by Union Carbide Nuclear Company for the U.S. Atomic Energy Commission. 


' Proceedings of the Second United Nations International Conference on the Peaceful Uses 
of Atomic Energy, Geneva, September 1958. United Nation’s, Geneva 1958. Volume 31 (Theo- 
rectical and Experimental Aspects of Controlled Nuclear Fusion). Volume 32 (Controlled Fusion 
Devices). 

* Proceedings 0 the Fourth International Conference on Ionization Phenomena in Gases. 
Uppsala, August 1959, Edited by N. Robert Nilsson. Volume II. North-Holland Publishing 
Company-Amsterdam, 1960. 

® See for instance: A. 8. Bishop, Project Sherwood (book), Reading, Mass., Addison— Wesley 

Publishing Co., Ine., 1958. 

* Proceedings of Symposium on Magnetic Field Design in Thermonuclear Research, Gatlinburg, 
December 1958. Edited by W. F. Gauster, Oak Ridge National Laboratory, ORNL-2745 (1959). 

5 See for instance: Review Series No. 4, Recent Research on Controlled Thermonuclear Fusion, 
part IIT by Arthur H. Snell, International Atomic Energie Agency, Vienna 1960. 


°C. F. Barnett et. al. DCX Operation and Performance, ORNL-2926, Pp. Sei Bio iSe 
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represented in Fig. 27. The mirror coils’ (Fig. 3) are designed for 6000 amps. d. c., 
the current density 1s 24,000 amps/in.®, axial water cooling removes the ohmic heat 
of 2780 kw per coil pair. Power losses of this and even higher magnitude are common 
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Fig. 1, Schematic Diagram of DCX Showing Extension Coils and Long Are 
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Fig. 2. Axial Field of DCX-1 with Additional Coils 


for the magnet coils of several types of thermonuclear experimental devices, and 
therefore careful studies have been made on how to restrict the ohmic losses of field 
coils to a minimum. A radical solution is to reduce the ohmic resistance of magnet 
coils by keeping them at very low temperatures using liquid gas cooling. “Cryogenic 
Magnet Coils’ could be of great importance for possible controlled fusion power pro- 
duction, since the ohmic losses of the magnet coils would influence decisively the 
overall efficiency. However, serious problems need careful consideration: the magneto 
resistance effect tends to upset the temperature resistance reduction. which is of special 
importance when high magnetic field strengths have to be produced. Thermonuclear 
reactions would cause radiation damage of the coil conductors, thus increasing their 
minimum resistance. Instead of copper or aluminium conductors of commercial 

7 R.L. Brown and D.L. Coffey, Graphical Methods for Designing Magnetic Fields and 
Ion Trajectories, ORNL-2802, p. 107—110, Fig. 8.2.2. 

8 B.S. Bettis, Magnetic Coil Design for DCX-1, see ref. (4) p. 8—9. 
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quality as used in conventional magnet coils, aluminium and sodium of highest purity 
seem to be the most promising metals for cryogenic coils. Much research and develop- 
mental work is still necessary. °® 

The conventional design of high power coils is based on fundamental work by 
Fabry?®, Cockroft! and Bitter!®. A very complete presentation of magnet coil 
design, including coil optimization, heat trans: 
fer and mechanical force problems has been 
published by F. Gaume!*. Fabry showed that 
the magnetic field strength in gauss at the center 
of a magnet coil without ferromagnetic material 
can be expressed by 


/ 
w= G | 4 (1) 
Oa, 
where P = ohmic loss power, in watts, 
A = “space factor” = 


conducting cross section 
~~ total cross section including insulation 


0 = resistivity of the coil conductor, in 
ohm cm, 
@, = inside radius of the coil, in em. 


The current density 7 (in amp/cm?) in the wind. 
ing is assumed to be constant over the cross 
section. G is a dimensionless factor, the so- 
called “Fabry factor’, which does not depend 
Fig. 3. on the size but only on the shape of the coil. G 
Coil for Magnetic-Mirror Field in DCX-1 jg a convenient measure for the efficiency of a 
magnet coil. Power optimization of a magnet coil, 
i.e. the production of a certain magnetic field strenght with minimum ohmic losses in 
the coil, might be achieved by selecting appropriate coil shapes. Another possibility 
is to design the coil with variable 7 and A, and even @ might be assumed to be variable, 
dependent on the steady state temperature distribution in the coil winding. A coil 
which is symmetrical to a plane perpendicular to the coil axis and consists of coaxial 
homogeneous layers (Fig. 4) is power optimized when 


07st = constant. (2) 


That is to say: A desired magnetic field strength in the center of a symmetrical coil 
is achieved with minimum power when the product of specific resistance o, the radial 


® R. EF. Post and C. E. Taylor in “Advances in Cryogenic Engineering”, Vol. 5, Plenum Inc., 
New York, 1960. 
C. EH. Taylor and R. F. Post, p. 13—30, Ibid p. 31—37. 


” Ch. Fabry, L’Kcelairage Electrique, XVII, No. 43, p. 133—141 (1898); Journal de Physique 
IX, p. 129—134 (1910). 


11 J.D. Cockroft, Proc. Roy. Soc., CCXXVII A 654, p. 317—343 (1928). 
2 F. Bitter, RSI, VIT (1936), p. 479—487, VIII (1937), p. 318—319, IX (1939), p. 373—381. 


** F.Gaume: Journ. de Rech. du Centre Nat. de la Rech. Scient. (Bellevue), No. 43 (June 1958) 
and No, 45 (Dec. 1958). Translated into English by H. H. Kolm, Group Report M 81-12, Lincoln 
Laboratory, Lexington, Mass., Sept. 17, 1959. 
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distance r of a layer from the axis, the distance s of the layer end-point from the coil 
center, and the current density 7 in this layer is constant". 


II. “Long Solenoids” for Are Research 


The “DCX” approach uses vacuum ares for dissociating molecular into atomic ions. 
In these ares plasma is produced with about 5 x 1013 ions per cm® and around 50 
electron volts energy, corresponding to approximately 600,000° K ion temperature. 
Vacuum arcs have been carefully studied in magnetic fields produced either by 


\- 
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Fig. 4 Symmetrical Coil Fig. 5 Cross Section of 14-ft Solenoid 


mirror coils (with mirror ratio around two) or by special solenoids (approximately 10 
feet long with a magnetic field strength of several thousand gauss)!>. After some time 
it appeared desirable to have available fairly homogeneous magnetic fields of 20 to 30 
kilogauss. It was decided to build a new long solenoid for arc studies matched to an 
existing 6 Mw d-c power supply (8570 amperes, 700 volts). 

Two different types of long solenoids were considered'*. Fig. 5 shows the right 
symmetrical half of a design with altogether 4 openings between the 5 coil sections, 
providing space for 3 inch diagnostic portholes. For similar solenoids diagrams 
can be drawn representing the copper weight as a function of the maximum magnetic 
flux density, with the total length of the solenoid and the coil thickness (outside radius 
a, minus inside radius a,) as parameters (Fig. 6). The point A on the diagram corres- 
ponds to a solenoid matched to the 6 Mw power supply, 14.5 ft. long, producing 
32 kilogauss and having a copper weight of 20,000 lb. 

Eventually it was decided to build another type of long solenoid with a greater 
number of larger diagnostic openings. End compensation coils were provided in order 
to extend the fairly homogeneous magnetic field over a greater part of the solenoid length. 


14 This and more general optimization theorems are discussed in W. F. Gauster, Some Basic 
Concepts For Magnet Coil Design, Conference Paper 59-1235, ATEE Fall General Meeting, Chicago, 
Lllinois, October 1959. 

15 «Vacuum Arc Research’’, ORNL 2926, p. 28—59. 
16 W.F. Gauster and J. N. Luton, Jr.: Design of Long Solenoids for Arc Studies, ORNL- 
2802, p. 111—113. 
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Fig. 7 shows the cross section and the axial field shape of this 10.5 ft. solenoid. A 
maximum magnetic flux density of 23.6 kilogauss can be achieved with a copper 
weight of 9000 lb. The field variation at the axis is about 1%; at 0.8 a, distance from 
the axis the fluctuation is between 4.5 and 6%. 
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Fig. 6 Copper Weight Diagram for Long Solenoids 
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Fig. 7 Cross Section and Field Shape of 10-ft Solenoid 
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III. Magnetic Fields of Infinite Lumped Solenoids 


The magnetic field in the center zone of a long solenoid can be well approximated 
by the field produced by an infinite array of coils forming a straight, infinite, “Iumped”’ 
solenoid. These magnetic fields can be represented by Fourier Series as shown by 
G. R. North?’. He starts by calculating 
the axial field of an infinite loop array. 


Using the designation shown in Fig. 8, ----y——+ 
the flux density on the axis is | : 
| | 
+o | | | 
Py al 2 et wer : 
2 fa [(2 —kA)* + R*)*? ey 
Soe =3h 2 - fo) » 2d ON 
| ! 
| 
| : 


(3) | 
l 
Since B,, must be a periodic function __ , 


with maxima below the loops and minima 


between them Fig. 8 Infinite Loop Array 
B,,=B+ > y, cos — nz (4) 
n=1 
As shown by North 
i 
Bats 
uf: R R m 
42M, 
: he > Ki (220 =) 


R 
EK E a =| stands for a modified Bessel function of the second kind!’. For large 


values of the argument, K, (x) may be expressed by the asymptotic relation 


Therefore 


Pye 
yn 2a pyl | AE e ag | 
(7) 


For large values of the argument only the first two terms of the Fourier expansion 
are significant. Introducing the axial field strength B,,) of a solenoid with a homo- 
geneous winding of equal number of ampere turns per unit length 


ire 4 
ae — oe . (8) 


Eqn. (4), (5) and (7) yield 
17 G. R. North: Some Properties of Infinite, Lumped Solenoids, ORNL-2975 (Aug. 1960). 
18 See for instance W. R. Smythe, Static and Dynamic Electricity (book), McGraw-Hill, 
Book Comp., Inc., 1950, p. 187. 
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me teak 2 
By~ (1 +22 //% a: cos = 2} Bay. (9) 


Using this approximation North shows, that the order of magnitude of the “‘ripples”’ 
pan : 
of the axial field varies from 10-2 By), to 10-8 By, if RZ 3s varied between 1 and 1/4. 


In a cylindrical coordinate system (z, 7 and 0), the magnitude of the vector potential is 


— (Sv 2aR 2 2 
A =A, = ba [F ap mE 6. [n ==") 1, [n—=2" | cos [n ||: (10) 
n=1 : ; 3 


the components of the magnetic flux density for points off the axis are 


22 R 27 2n2 
=| Ke [n 7 cos [n ***)| 


I, and I, stand for modified Bessel functions 
of the first kind?®. 

For an infinite array of coils, as shown in 
Fig. 9, G. R. North!’ found the following 
approximate solution for the axial magnetic 
flux density 


Fig. 9 Infinite Lumped Solenoid 


2b | 2 go) ee li = ee a 2nz\ 
: | = Ye a = A pee 2 
Boo = Be Fl 2 ary: (\/s e e sin cos (12) 


IV. Magnetic Mirror Fields With Extremely Homogeneous Central Zones 


In experimental devices like ““Ogra” and the planned new versions of the DCX 
machine (DCX-EPB and DCX-2) the injected molecular ions are assumed to move in 
helical orbits with a small pitch angle in order to achieve a large path length. An 
ideal magnetic field configuration would consist of two magnetic mirrors and a central 
zone which is perfectly homogeneous, with the exception of a “‘field dip’’ which serves 
to change the injection angle (as determined by an ion injection snout) into the pitch 
angle of the helix?®. Because of the necessary accessibility (port holes for plasma 
diagnostics and space for ion injection snout), lumped magnet coils must be provided and 
it is therefore impossible to make the central zone perfectly homogeneous. G. R. North’s 
calculations for an infinite array of lumped solenoids, as discussed in the previous 
section predict for similar coil dimensions a ripple amplitude in the order of several 


LESS Ole 

Be Stoll le 

 D. L. Coffey, W. F. Gauster and J. E. Simpkins, TSR 7-31-60. 
20 P. R. Bell et al., DXC-2 Design, TSR 7-31-60. 
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parts in 10%. One cannot expect to produce the same extremely good homogeneity in 
the central magnetic field zone of a DCX-device, since only a limited number of coils 
can be provided, and since the magnetic field strength has to increase over a short 
distance to the full value under the mirror coils, i.e. to 350%. 


DIMENSIONS IN INCHES 


/=7727 


AXIAL FIELD 


Byy/8o 


xy/8o 


60 70 80 90 400 110 420 130 140 
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Fig. 10 Magnetic Field Design of DCX-2 


Fig. 10 shows a proposed coil arrangement for DCX-2; because of symmetry it is 
sufficient to draw only one quadrant. The dimensions are indicated in inches, the 
current densities 7 are referred to the total coil cross sections and are expressed in 
amperes per square inch. The power dissipated in one mirror coil is assumed to be 
6 Mw (producing a magnetic flux density of 59 kilogauss), and each outside booster 
coil is energized with 0 875 Mw. 

In Fig. 10 three plots in different scales represent the axial magnetic flux density 
component B,, normalized to the value at the center of the coil system. For calculating 
the appropriate “‘field dip” the average flux density 

By, (2) = ~ B, (2,0) + ~ B, (2,7 = 10") (13) 
is used instead of the component 6, on the axis”. 

The first plot shows the homogeneous central zone extending on both sides of 
the center for a distance of more than 30 inches. The mirror ratio is approximately 3 5. 
On the second plot, drawn 100 times enlarged, the field dip-is easily recognizable. By 
a favorable coincidence, the field dip resulted as a “‘byproduct’”’ of the optimization 
performed in order to achieve the best homogeneity of the central zone. The scale 
of the third plot is 4000 times enlarged. B,, ripples of several parts in 104 can be seen; 
the ripples of B, (z, 0) are still appreciably smaller. From this fact, it follows that the 
ripples of the DCX-2 coil arrangement are only a few times larger than those of a 
corresponding infinite coil array. This result seems to be very satisfactory when the 
relatively large mirror ratio 35 is considered. 


21 R, J. Mackin, Jr., unpublished ORNL report on Particle Orbits in DCX-2. 
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For the field design shown in Fig. 10 the following procedure was used, which is 
similar to the method of “Fitting Magnetic Fields over Specified Volumes*®”’. As it 
was mentioned previously, the mirror coils and the outside booster coils have been 
matched to the power of existing DC generators of 6 Mw and 0 875 Mw respectively. 
All geometrical coil dimensions, including distances between the coils, have been 
assumed for a first trial calculation. Free variables are the current densities 7,, 1, and 
i, in the three inside booster coil pairs, and the average flux density By in the central 
zone. The field deviation along the axis is 


A B= B,(z)— B, (14) 


The optimization is performed by making 


fu B)? dz > mininum (15) 
0 
or : 
-- f{u B)? dz =0 
ty) 
: bee 1,2 3 (16) 
a [fu B)? dz =0 


L stands for the half-length of the central zone. From Eq. (16) the current densities 
7, and B, can be obtained by solving four linear equations (“‘optimization with floating 
mirror ratio’). In order to achieve finally the desired B, value, the procedure has to 
be repeated with other distances between the mirror coils. Computer codes have been 
programmed?* which permit performing this optimization procedure for any similar 
coil arrangement in a very convenient way. 


V. External Fields 


The external fields of experimental devices such as DCX-EPB and DCX-2 are of 
special interest for the following reasons: 


1. Large stray fields will affect measuring instruments in the vicinity of these 
machines. 


2. Ferromagnetic materials magnetized by the external field (steel reinforcement 
of the concrete floor, etc.) could significantly affect the internal field of such a device. 

In order to avoid cumbersome and questionable calculations about the field 
pertubations, experiments are desirable using a coil system (‘‘model’’) which simulates 
the original external field. The simplest model would consist of one pair coils only, but 
since the DCX device is of appreciable axial extension, the outside field would be suffi- 
ciently simulated at great distances only. Therefore a model made of at least two pairs 
of coils should be used. 


°2? W. F. Gauster, Fitting of Magnetic Fields over Specified Volumes, ORNL-2926, p. 84 and 
EK. W. Laing, A Note on Magnetic Field Shaping, UKAEA AWRE (Harwell), report M 522. 


23 G. R. North and M. Rankin, Magnetic Field Codes, TSR 7-31-160. 
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The starting point of the calculation is a development of the original field in Legendre 
polynomials ;24 


By, = Sy Cxx Pox (cos 0) gk (17) 


@ and @ are the spherical coordinates of a field point in the rotationally symmetric 
magnetic field. 


er PLANE OF SYMMETRY 


ged 


0,-0,>2b 0,-9,< 26 
' CASE (0) CASE (4) 
Fig. 11 Model Coils Fig. 12 Lyle’s Theorem 


The model (Fig. 11) is determined if the three quantities z,, z, and NJ are known 
since existing coils of known dimensions are to be used for building the model. The 
ampere turns of all coils are supposed to be equal, which simplifies the performance 
of the experiment. The external magnetic field of the model, developed in Legendre 
polynomials, is 


Br. = we Ky, Px, (cos 9) 9 O** (18) 
k=1 
Since z,, z, and NJ are free parameters it is possible to satisfy three equations?® 
KC; 
K,=C, (19) 
Kye =C 


The coefficients K,, are linear functions of NJ, but depend in a very complicated 
way on 2, and z,. It would be possible to find z, and z, by means of a computer code 
based on Garrett’s development of fields produced by coils with solid cross sections in 
Legendre polynomials. For our purposes, however, it is sufficient to simplify the prob- 
lem by using Lyles’ Theorem.?*. This theorem says the following: The magnetic field 

24 M. W. Garrett: Axially Symmetric Systems for Generating and Measuring Magnetic Fields, 
Part I, Journal of Appl. Phys., 22, No. 9, p. 1091—1107 (Sept. 1951), M. Rankin and W. F. Gauster, 
Computation of Magnetic Fields and Ion Beam Trajectories, ORNL-2802, p. 105—107 and W. F. 
Gauster, Harold Moth and C. E. Parker, Simulation of Axially Symmetrical Magnetic Fields, 
TSR 7-31-60. 

25 Compare a similar problem: A. and F. Sauter: Ztschrft. f. Phys., 122, p. 120 (1940). 

26 T. R. Lyle: Phil. Mag. 3 (sixth series) p. 310 (1910). Compare J. Hak: Eisenlose Drossel- 
spulen (book), K. F. Koehler Verlag, Leipzig, 1938, p. 38. 


86 W. F. Gauster: 


produced by a solenoid with rectangular cross section and constant current density can 
be approximated by the field of two loops. In case (a) (See Fig. 12) 


2 


Oh 15 Gp Z b 2 1 / ly — Gy : 

is 2 [1 3 (= ae =| | V3 | 2 b 
Lm : (20) 

Gy + Gy By ff b 2 1 Gg =e We ‘ 

ee eS Gaal tel 

in case (b) 
GQ, — Qe 1 A, — Oy 2 

(21) 


~~ 
| 
|= 
——os 
= 
oa 
i) 
| 


(a=ap 
V3 V oat cae 


In both cases the number of ampere turns of each 
loops is half of the original number of ampere 
turns. This approximation is not based on the 
identity of a certain number of Legendre coeffi- 
cients of the solid coil and the equivalent loops 
respectively. Rather all corresponding coefficients 
differ slightly from each other; however, for cross 
sections not too large compared to the mean radius, 
the approximation is very good. 

The external magnetic field produced by one 
loop pair is (See Fig. 13) 


tn 


Fig. 13 Loop Pair 


Dien UL Sin en ee R \@k+)) 
3 ie a Px, (cos «) Ps, (cos 6) = (22) 
gan . 


Cylindrical coordinates are introduced (r = R sin a, z = R cos «). Then the first three 
coefficients of a Legendre polynomial development which represents the field produced 
by the four loop pairs equivalent to the two coil pairs of the model (See Fig. 11) are: 


pres 


Kye rae NE [2 (Poh 7?) (2? 22) Oe i) (23) 


oe a NE [4 (ry? + 174”) (2,4 + 2,4) — 6 (1, + 194) (2)? + 2") + (ry + 72°)] 


In these equations r, and r, follow from Eqn. (20); NJ, 2, and 2, are unknowns. 
Using the identities Eq. (19) all unknowns are easily calculated since Eq. (23) are linear 
in NJ and quadratic in z,? and z,°. 

Of course the model coils are not to be operated with a current corresponding to the 
calculated very high number of ampere turns V/, rather with a convenient current. 
Fig. 14 shows B, measured along the axis for the original DCX-2 coil arrangement 
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Fig. 14 Axial Fields of DCX-2 and Equivalent 
4-Coil Model 
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Fig. 15 Fields of DCX-2 and Equivalent 4-Coil 
Model in the Z = 0 Plane 


(solid line) and for the model (dashed line). Finally Fig. 15 represents B, measured in 
the plane of symmetry. The approximation is very good beyond z = 14’ in case A and 
beyond 7 = 7’ in case B. Experiments with the model yielded the desired information 
on the influence of the unavoidable ferromagnetic (steel) construction elements on the 


magnetic field around the future position of DCX-2. 


(Received, September 26, 1960) 


* The following ORNL reports are cited with the ORNL number only: 
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Theorie einer Versuchsanordnung zur Messung 
der Werkstoffdimpfung 


Von G. Heinrich und K. Desoyer, Wien 
Mit 7 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Im folgenden wird eine Theorie des Zusammenhanges zwischen den Damp- 
fungseigenschaften und der Verformung eines um seine Achse rotierenden kreiszylindrischen quer- 
belasteten Probestabes entwickelt. Die Untersuchung wird fiir einen Werkstoff mit statischer Hyste- 
rese und einen mit Hysterese kombinierten Kelvin-Kérper durchgefiihrt. Damit sollen exaktere 
Grundlagen fiir die Auswertung der Ergebnisse eines bekannten MeBverfahrens gegeben werden. 


A. L. Kimball und D. E. Lovell! haben bereits 1927 eine einfache Versuchs- 
anordnung zur Messung der Werkstoffdimpfung vorgeschlagen, deren Prinzip in 
Abb. 1 dargestellt ist. Ein zylindrischer Probestab aus dem zu untersuchenden Werk- 
stoff wird an einem Ende eingespannt, am 
anderen, freien Ende mit einem Gewicht be- 
lastet. La8t man nun die Einspannvor- 
richtung rotieren, dann wandert das freie 
belastete Ende des Stabes im allgemeinen in 
horizontaler und vertikaler Richtung aus. 
Dieser Effekt kann zur quantitativen Erfas- 
sung der Werkstoffdiampfung herangezogen 
werden. Der Zusammenhang zwischen den 
beobachtbaren Groen der Verschiebungen 
und den Dampfungsparametern hangt natiir- 
lich vom Mechanismus dieser Dampfung ab, der fiir verschiedene Materialien ver- 
schieden sein kann. Soweit den Verfassern bekannt ist finden sich in der Literatur 
zur Theorie dieser Methode nur allgemeine, auf energetischen Uberlegungen beruhende 
Ansatze, die von physikalisch nicht realen Ersatzkraften Gebrauch machen. 

Im folgenden soll versucht werden, eine eingehendere Theorie der Zusammenhange 
zwischen den beobachtbaren Verschiebungen des belasteten Stabendes und den die 
Werkstoffdampfung charakterisierenden Kennzahlen fiir verschiedene Werkstoff- 
typen zu entwickeln. Dies erscheint besonders in Hinblick auf die in den letzten Jahren 
erfolgte Klassifizierung verschiedener Typen nicht Hooke’scher Werkstoffe von 
Interesse?. 


Abb. 1. Schema der MeBanordnung 


I. Werkstoffe mit statischer Hysterese 


Zunachst soll ein Werkstoff betrachtet werden, der bei einem Belastungszyklus 
eine Spannungs-Dehnungs-Hysteresi schleife gemif Abb. 2 durchlauft, die nicht von 
der Deformationsgeschwindigkeit abhangen soll (,,statische Hysterese‘‘)*. Analytisch 
werde die Schleife in folgender Weise beschrieben: 


Bereich A bis B e + & = o* - (1 + x|o*|*) (1) 
Bereich B bis C ¢—e =o" (2) 


= 


‘A. L. Kimball und D. E. Lovell, Internal Friction in Solids, Phys. Rev. 30, 948—959, 
(1927). 
* Siehe z. B. Beitrag von A. M. Freudenthal und H. Geiringer im Handbuch der Physik, 
Bd. VI, S. 229 ff. (1958), Springer-Verlag. 
* Z. B. Structural Damping, Herausgeber J. E. Ruzicka, Beitrag von B. J. Lazan (1960), 
Pergamon Press. 
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Bereich C bis D ¢ —e =o* - (1 + x|o*|*) (3) 

Bereich D bis A « + & =o" (4) 
. ‘s o 

mit CS ae (5) 


Hierin bedeuten « die Dehnung, o die Spannung eines einachsig belasteten Volums- 
elementes und # den Grenzwert des Elastizitaitsmoduls fiir verschwindende Spannung. 
x und « sind Materialkonstanten, die aus den Verschiebungen des freien Stabendes 
bei stationarer Bewegung ermittelt werden sollen. Mit den iiblichen Naherungen der 
technischen Biegelehre (Bernoullische Hypo- 
these, Vernachlassigung der Schubspannungs- 


6" | ; : 
deformation, Theorie erster Ordnung) labt 
sich die Dehnung in einem Querschnitt senk- 
recht zur Stabachse in der Form 
\z 
, “le 
—— y 
Abb. 2. Hystereseschleife Abb. 3. Stabquerschnitt, von der 
Einspannstelle aus gesehen 
e (x, r,p) = K (e) »rsin [p —B (a)] (6) 


ansetzen. Hierin sind K und f von r und g unabhangige Werte, die Achsen y und z 
in Abb. 3 sind raumfest. Bei stationaérer Bewegung des Stabes miissen fiir jeden Quer- 
schnitt die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein. Um sie zu formulieren ermitteln 
wir zunachst die Spannung o als Funktion der unabhangigen Variablen 7, gy, x. Aus 
(6) ergibt sich fiir die Maximaldehnung eines Volumselementes im Abstand 7 von der 
Stabachse 


Emax (x, r) =K (x) Ps (7) 

Aus (1) und (2) folgt (vgl. Abb. 2) 
€ max + & = ae 3 [1 +x CSE ae (8) 
Emax — 0 = cee F (9) 

Aus (8) und (9) erhalt man 
; ago - (Cae a. (10) 
. vd * 

ae ee [2 +> el (11) 


Wir betrachten nun den Spannungs-Dehnungs-Zyklus, den ein kérperfestes Volums- 
element im Abstand r von der Stabachse durchlauft. Den durch die Punkte A, B, C, D 
in Abb. 2 dargestellten Spannungs-Dehnungs-Zustinden mégen die Winkellagen 
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Pa. Par Yor Po Aes betrachteten Volumselementes entsprechen. Dabei wird voraus- 
gesetzt, daB die Drehung in dem in Abb. 1 angegebenen Sinn erfolgt. Aus (6) erhalt 
man fiir die Punkte A bis D die Beziehungen: 


— sy) = Kr sin (ps — 8) (12) 
emax = Kr sin (ps — B) (13) 
9 = Krsin (pc — 8) (14) 
— Emax = Kr sin (pp — 8). (15) 


Mit (10) und (11) wird aus (12). bis (15) 


— = (Ghax)**! = Kr sin (ps — 8) ai oes 

oo [3 +5 Ce — Kr sin (yp — ) (17) 
+ (tha)! = Kr sin (pc — 8) (18) 

— bhax[} + $ Chae)*| = Kr sin (> — 6). (19) 


Fiir einen Werkstoff mit reversibler Spannungs-Dehnungs-Beziehung ware yp, = 0 
und £ = 0. Es wird daher nun vorausgesetzt, da die Hystereseschleife des betrach- 
teten Werkstoffes geniigend schlank ist, so daB y, und f als ,,kleine Winkel‘ angesehen 
werden kénnen. Unter dieser Voraussetzung erhalt man aus (12) und (10) in erster 
Naherung 


DAL B eat “aeiese (20) 
aus (7) und (13) 
sin (px — f) — 1 


und daher 

2 =>+8 (21) 
Aus (14) und (12) erkennt man 

Po =Fa +o, (22) 
schlieBlich aus (15) und (7) 

sit (nam Rhee 
und somit 
32 
Pai sg ees (23) 


Nun werde noch vorausgesetzt, daB die Abweichungen der Spannungs-Dehnungs- 
Beziehung vom Hookeschen Gesetz klein genug sind, so da® in (11) 


x 


Sul Faawbiattn (24) 
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und daher auch 


x 


5 (Ke)t'<€ 1, (25) 


Unter dieser Voraussetzung ergibt sich aus (11) mit (7) in erster Naherung 
max 


a Ke [1 —5 (Kr)* | (26) 


Aus (20) und (26) folgt bei Beachtung von (24) 


ya = B — 5 (Kry (27) 
und aus (22) mit (27) 
Go = a+ 6 — ‘. (Ar)* 2) 
(12), (27) und (25) ergeben 
& = _ (Kr)**!, (29) 


Wegen f <1 1a8t sich statt (6) schreiben 
e = Kr (sng — f cosg). (30) 
Aus (1) und (24) folgt fiir den Bereich A bis B 
o* = (e + &) (1 —xle + & |%). (31) 
Ebenso aus (3) und (24) fiir den Bereich C bis D 


* = (e — g&) (l —x|e — & |"). (32) 


Q 
I 


Mit (29) und (30) erhalt man aus (31) und (32) fiir den Bereich A bis B 


a Kr| sin g — Bcosp + (Kr)*| {1 —x|Kr|sin p —B cos 9 + 
g (33) 


Be ine 
+ 3 Kn] 


und fiir den Bereich C bis D 


to| & 


= Kr| sin y — pcos.» — (Ky | {1 —x\Kr| sing — B cosy — 
wn 


= Kn |" ee 


Die Glieder mit den Koeffizienten 6 und x kénnen als klein von erster Ordnung 
angesehen werden. Bei Vernachlassigung der Glieder héherer Kleinheitsordnung erhalt 
man daher aus (33) 


‘ i . — - 
Bereich A bis B... ot = Krsing — f Kr cos + x (Kr)**! 3 — sin ¢g|sin ¢ \*] (35) 


Aus (2), (29) und (30): 
Bereich B bis C... o* = Ar sin gy — f Kr cos gy — 5 OG) wie (36) 


92 G. Heinrich und K. Desoyer: 


Aus (34) erhalt man in erster Naherung 

Bereich C bis D... o* = Kr sing — Bf Kr cos g — x (Kr)*"! (= + sin y|sin » | (37) 
Aus (4) mit (29) und (30) 

Bereich D bis A... ot = Kr sing — B Kr cosy + + (Kr)**! (38) 


Da bei vertikaler Belastung des Probestabes der Vektor des Biegungsmomentes M(x) 
in die Richtung der y-Achse fallt, gelten folgende Gleichgewichtsbedingungen fiir 
einen Querschnitt im Abstand x vom freien Ende: 


R 2st 
) M 
{ fe o* (x, 7,9) rdydr = — (39) 
r=0 ~=0 
und 
R 22 
| [ue @re)rdpar =o. (40) 
ia Omi 
Mit 
z=rsng, y =? cosp (41) 


erhalt man durch Einsetzen von (35) bis (38) in (39) und (40) unter Beachtung der 
Integrationsgrenzen laut (21), (23), (27) und (28) 


Roe 
i} [ [xe sing — B Kr cosp + x (Kr)**! 


r= 0 » = p—= (Kr) 


1 : : sng , 
3 — sin ¢|sin ¢| * [one dear 


+p — = (Kr)* 


R 
+f [ [Ke sin y — 6 Kr cosp — 5 (Knpet] 22% 12 dg dr 


R 


= i [|x sin y — 6 Kr cos m — x (Kr)**! : 


t=0 gon+ B— = (Kr)% 


+ sing |sin  |* 


| sin p 2 a FS 


COs P 


R Py (Kn 4 2a | M («) (42) 
eae , - ; ao) ihe: © we 

+} | | |r sin y — B Kr cosp + 9 (Kr) a ce ridpdr = 

rao P= +B 0 (43) 


Bei Vernachlassigung der Glieder héherer Kleinheitsordnung ergibt die Integration 


nar 
; | 2 | i M (x) 
a A ERS (44) 
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bzw. 
8 x a+l fy 
Poe Gia aay BI en 
Hiebei wurde die Beziehung 
Bap eH) 
[sintoag ae ee es ke mi a) (46) 
verwendet. | 
Aus (44) erhailt man bei Vernachliissigung der Glieder héherer Kleinheitsordnung 
r « +> =| 
4 M (x) 4 2 | (4M (a) )\4 
eee ey tt A ie 
aE R* "Va(e+ 4) p eae | Sure (47) 
2 
und damit aus (45) 
Es Be NS 
p=". et iare laER | a 


Hiebei wird M (x) > 0 vorausgesetzt. 

Durch (30) mit (47) und (48) ist die Dehnung als Funktion der raumfesten Orts- 
koordinaten x,7,g in Abhangigkeit von «,x und M (x) ausgedriickt. Daraus laBt 
sich die Form der Stabachse in folgender Weise ermitteln: bei Verwendung von (6) 
erhalt man fiir die Kriimmung der Stabachse 


1 €max (x, FR) 
ir eae R 


= K (2). (49) 


Fiir die geometrische Torsion der Stabachse gilt 


1 A dp be dp (50) 


T ds aa ~ 


Bezeichnet man mit &, 7, € die Koordinaten eines Punktes der Stabachse nach der 
Verformung, so gilt* 


= Vole ss SEE (51) 
oo ds ds? ds? 
und 
dE&E an ac 
ds ds ds 
1 d2& d?y ae 
ry Sink 
1 © | ds? ds? ds? (52) 
GE d?7 dd? G 
‘ds* ds ds 
Im Rahmen der hier verwendeten Naherung ist 
dé ad€ Ube De ae 
“Gin e ds? _ fi 2 (53) 


47, B. M. Lagally: Vektor-Rechnung, S. 64 (1934), Akad. Verl. Ges. Leipzig 


94 G. Heinrich und K. Desoyer: 


Setzt man 


a2 C 

ar (54) 
und 

d? 7 


dann folgt aus (51) mit (53) und (49) im Rahmen der Naherung ds = dx. 


V2 He H2 = K2 (56) 
und aus (52) mit (50) und (53) 
H dV dH 
da dx dp (57) 
Vie ne (da : 
Aus (56) und (57) gewinnt man 
H 
d fea 
V 
44 = — dp 
1+ [+] 
und daraus durch Integration 
H 
a Sais TPE lips ge 


Die Integrationskonstante D muB jedoch verschwinden, da fiir 6 = 0 stets H = 0 
sein muB. Es ist also 


H =—V tgp. (58) 


Bei Beachtung von (56), (54) und (55) wird 


fs d? is 
und 
d? » are 
= aaa K sin Bp (60) 


Bei Belastung des Probestabes gemaf Abb. 1 und Vernachlassigung des Higen- 
gewichtes ist 
M (zt) = Fe (61) 


Somit ergibt (59) mit (47), (48) und cos f & 1 


[fae s 
a 


ad? ¢ = Ane: 4 
=k = ——— 1+ x— — 


V% et ay 


ape ) 
a + ‘| oe fa he 
sri 


Mit den Randbedingungen 


dt 
Sa=l— 0 und ae = Q (63) 
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liefert die Integration von (62) 


I a + "| 
4P 2 4 2 
(0) = — Sam ye 2) — FP a8) +e 
(a+ 2) @+4) 7 (254) 
4P \% bs [x+3 — ga+3 
Fead . l« r> x) [ete “, e ry 3 “| (64) 
Daraus erhalt man die Vertikalverschiebung am freien Ende zu 
r’ a+ 3 
: 4P 18 we 12 as 4 Pl \a 
Se=0 = — 32 Re x >= ay | (65) 
Tt Mat sata r (*F-] aH R§ 


Die zusitzliche Vertikalauslenkung (4¢),-, zufolge der Hysterese ist demnach 


4 [2 a 
Ac), = ee 
( o)e 7 : \2aR 


4 Pl a+1 
(66) 


(a+ 3)(a+ 4) ad) lee 


Fir 6 < 1 liefert (60) mit (47) und (48) bis auf Glieder hoherer Kleinheitsordnung 


d? 4 i see a+) 4 Py \x+1 
i Se Sees cia (67) 
Mit den Randbedingungen 
1 
ang = Of und ||. = 0 (68) 
ergibt die Integration von (67) 
8 gee oa | - Ja+3 — gat3 4 P )\a4+1 
n@)=oe erHeey | O—)—~T55—|(sem) 0 
und daraus die Horizontalauslenkung am freien Ende zu 
, 8 1? @ + 1 (4 Pl hee 70 
Na-0 =" TR (a + 2) (a + 3) (a + 4) a R3] (70) 


Erfolgt die Drehung entgegen dem in Abb. 1 angegebenen Drehsinn, dann miiBte 
iiberall » durch a — @ ersetzt werden, damit der Spannungs-Dehnungszyklus richtig 
durchlaufen wird. Dies entspricht einer Spiegelung der ganzen Anordnung an der 
Vertikalebene durch die unverformte Stabachse. Man erkennt daraus, daB die Vertikal- 
verschiebung nach Umkehr des Drehsinnes dieselbe ist, waihrend die Horizontalaus- 
lenkung nach der anderen Seite erfolgt. Es erscheint daher meBtechnisch zweckmAafig, 
die bei Umkehr der Drehrichtung auftretende gesamte Horizontalverschiebung zu 
messen. Wenn der Werkstoff die vorne vorausgesetzten Eigenschaften besitzt, dann 
miiBten, wie man aus (65) und (70) erkennt, die Ausschlage von w unabhiangig sein, 
soferne nur w = 0 ist. 
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Aus (66) und (70) folgt 


| 4 

5 @+tyr[As | 
ae (71) 

2 


| 
AC \7=0 Va 


(a+r 


Diese Beziehung ist in Abb. 4 dargestellt. Mi8t man fiir eine vorgegebene Belastung P 
die Ausschlage .7,, und (4¢),-), so kann man aus Abb. 4 den zugehérigen Wert « 
ablesen. Damit folgt aus einer der beiden Gleichungen (66) oder (70) der Wert von x. 


Bl. 


130 7 


420 4 


110 


100 


090 + 


260 


L = = Bas = See Salle = a 
400 020 WY) 460 080 100 120 140 160 180 200 « 


Abb. 4. Diagramm zur Ermittlung von « aus GI. (71) 


Fiihrt man zur Kontrolle den Versuch fiir zwei verschiedene Belastungen P, und P, 
durch, dann erhalt man aus den beiden Horizontalverschiebungen (7;),~) und (7%2),—9 
nach (70) zwei Gleichungen fiir die beiden zu bestimmenden Materialkonstanten « 
und x. Es ergibt sich 


In (ii)a=o 


“(exo 


pif ' mR (ax + 2) (x + 3) (aw + 4) aH R%\%+1 
= le=0 812 oad i = fee 


(73) 
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Ks soll nun noch ein Zusammenhang mit der pro Volumseinheit und Umlauf 
dissipierten Energie W hergestellt werden. Es ist 


W = $ ode=E f ode. (74) 
Mit (1) bis (4) liefert (74), (vgl. Abb. 2): 
omax 0 
W 2 ; ; 
zy =W= i [1 + % (a + 1)|o*|*] ot do* + | o*do* + 
> rae 
+ filsee cr nlemeaes free 
Die Integration ergibt 
T* = 2's u » a+2 
We = 2% 5 (Omax) (75) 
Haufig wird diese Beziehung auch in der Form 
W* = C* (c...)* (76) 
geschrieben®. Es ist dann 
a=n—2 | n=a+2 (77) 
C+ on | ~ 2(@+1) 


Mit den Materialkonstanten C* und m nehmen (65), (66) und (70) die Form an: 


r n+1 
BE] pit O n 2 | | 4 Pl i: 
‘emo = 3a BRL Ve NH TNO F2) “ a a) 
2 
2 C* 12 n + 4 JEN n—1 
(Al),-9 = la Rin—Vmt+lnr+2 n+2 ie " (80) 
zl | 
Lie 1 4 Pl \n—1 
Ne=0 ~~ R (n+ 1) (n + 2) | ae 


IJ. Kelvin-Kérper mit Hysterese 


Als weitere Anwendung soll ein Werkstofftypus zugrunde gelegt werden, dessen 
Modell in Abb. 5 dargestellt ist. Dies entspricht einem Kelvin-Ko6rper®, dessen 
Hookescher Anteil durch einen mit statischer Hysterese behafteten ersetzt wurde. 


5 Siehe FuBnote 3. 
6 Siehe FuBnote 2 
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Fiir den viskosen Anteil gelte 
aes opt =VeE (9... Retardationszeit) . (82) 


Die auch hier wieder als schlank vorausgesetzte Hystereseschleife soll zur Verein- 
fachung der Rechnung durch eine flachengleiche Ellipse (Abb. 6) ersetzt werden, bei 
der die Abszisse des Scheitels mit der 
GroBe émax der Hystereseschleife tiberein- Gi 
stimmen mége. Die Gleichung dieser Ellipse i 
lautet in Parameterdarstellung 


é 
Abb. 5. Modell des im Abschnitt IT Abb. 6. Ersatz der Hystereseschleife durch 
betrachteten Werkstoffes eine Ellipse 
Ee 
é = > (asin y — 6 cos y). (83) 
OH V2 ri : 
7 on = — sng. b cos y) (84) 


Die pro Volumseinheit und Umlauf durch die Hysterese dissipierte Energie Wy sei 
wie vorne in der Form 


Wa = EC® (ortynqx)" (85) 
angesetzt. Die Flache F der Ellipse in Abb. 6 ist 


Ww 
E bees ott (86) 


Laut obiger Voraussetzung ist 
b 
oe (87) 


daher gilt bis auf Glieder hoherer Kleinheitsordnung 


Oe V2 Hate = V2 Emax: (88) 
Aus (85), (86) und (88) folgt 
yee ‘ V2 
b= ae O* (Gm, oh tise os Ch ge he (89) 
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Unter Zugrundelegung des raumfesten Koordinatensystems 2,7 ,y wie in Abb. 3 
setzen wir wieder 


e (x, 1,9) = K (#) -rsin [p —B (2). (90) 
wobei hier wegen des viskosen Anteils 8 nicht als klein vorausgesetzt wird. Aus dem 
Vergleich von (90) mit (83) folgt 

NW cp 
Kr = Te Vat rh (91) 
und 
b 
y= Pa- arctg (92) 
Durch Einsetzen von (88), (89), (92) und der aus (90) folgenden Beziehung 


Emax (x, r) =K (x) pe (93) 
n (84) erhalt man 


op” = Kr | 1 a ae (Kr) 4 sin ( — B + 2are te| 5s (ke )s5 | (94) 


Aus der Voraussetzung (87) folgt, daB die Glieder mit dem Faktor C* klein gegen 
Kins sind. Die Gesamtspannung 


o* = oy* + on" (95) 


ergibt sich aus (82) und (94) bei Vernachlassigung der Glieder hoherer Kleinheits- 
ordnung zu 


== Kr {sin Y [cos B+ [90 os = (Kr)*-*] ain 6| » 
+ cos p |- sin Bp + [de + = (Kr)"-*] cos |} (96) 
worin @ =¢ die Winkelgeschwindigkeit bedeutet. 


Mit (96) liefern die Gleichgewichtsbedingungen (39) und (40) mit (41) nach der Inte- 
gration 


4 C* ; 4 M (x) 
KR {00s +|0 +, See fiok\* | sin B s\ = TER? (97) 
und 
F) 40" _ (KRY? 98) 
tgp =80 + Tae (AR. ( 
Fiir die Berechnung der Auslenkungen betrachten wir zunichst den Fall 
do> — ie Ss (i (99) 
Damit folgt aus (98) bis auf Glieder hdherer Kleinheitsordnung 
1 ; 4 C* Ow i 
sd B yi + 8 ow? | (nm + oT 1+ ®t (AR (100) 
und 
1 4C* 1—# a? sd 
sin B = Gere | 80+ aed Lt Bos (K R) t (101) 
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Mit (100) und (101) erhalt man aus (97) in derselben Naherung 


4 M (x) 1 40* da 4M (2) el 
ee 1 = (102) 
KR= ZER | Bech 2) pee rae 


und durch Einsetzen von (102) in (98), (99) und (100) 


4 O* 1 4 M (a) \n-2 
teh = 90 + Fea —aieae. (103) 
(1 + 8 w2)2 
1 4 O* Ia 4 M (a) \n-2 
cos B 1 - : | (104) 
V1 + 8 w? a(n + 2) Got Bye aH R 
1 4 C* 1] (4 M (x) \n—2 
2 Seer peat ed | ; r} J. (105) 
SL B Tes | @ + a(n + 2) ig lean 


Um die Form der Stabachse zu finden, setzt man (102), (104) und (105) in (59) und 
(60) ein. Man erhalt 


G2 Ms 4M (x) 1 | eos 8 C* Bw j ee ra (106) 
ada? aH Rt 1+ 8 @? a(n + 2) @ \ ee | 
(1+ &? w?)2 
und 
d? 7 ay 4 M (x) il sue 4 C* a — B2@? eS | | 107 
ae nH R* pea | a(n + 2) (+ 8 0 aH R* Me ) 
Mit 


M=Pz2x 


und den Randbedingungen (63) bzw. (68) liefert die Integration von (106) bzw. (107) 
die Auslenkungen am freien Ende: 


4 Pl? 1 ; 24 O* dw 4 Pl \n-2 
be=0 = — Bn BR! 1+ ba? a(n +1) (n+ 2) (1+ 8? w2)n2 | aE R? | hive) 


und 


4 Pl 1 
Te=0 ~ 38n HB Rt 1+ 0 @? [90 Tame Dm+2) 0+ ot |neR 


12 C* 1 — 82 w? 4 Pl \n—2 
i | (109) 


Sind die beiden Terme der Ungleichung (99) klein gegen Eins, so braucht diese 
Ungleichung nicht erfiillt zu sein. Es mu8 daher dieser Fall noch getrennt untersucht 
werden. Es ist dann wie aus (98) ersichtlich, 6 < 1 und kann man statt (98) schreiben 


4 C* 


bxsin B® Vo + easy 0 4 at (110) 
und 


cos B © 1. (111) 


Ks gehen jedoch die Gleichungen (100) und (101) in (110) und (111) iiber, wenn man 
Ym <1 voraussetzt. Die gewonnenen Ergebnisse (108) und (109) gelten also auch 
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fiir beliebig kleine Werte von #w, die Voraussetzung (99) erweist sich nunmehr als 
nicht notwendig. Fiir den Fall dw < 1 erhalt man aus (100) und (101) die Niherungen 


ny eg 
i oes rye vy (112) 
und 
4 Pl® 12:Cc* 4 Pl \n-—2 
"Ne=0 =~ $n R* | ve ree (n + 1) (n + 2) iS E Rs | (113) 


Bei fehlendem viskosen Anteil (# = 0) miiBten sich aus (112) und (113) die Ausschlage 
bei reiner Hysterese ergeben. Der Vergleich von (112) und (113) mit (79) und (81) 
zeigt, da zwar die Horizontalverschiebung iibereinstimmt, aber fiir die Vertikal- 
verschiebung durch (112) nur das Hauptglied von (79) wiedergegeben wird. Dies 
rihrt daher, da die Hystereseschleife durch eine Ellipse gleicher Flache ersetzt 
wurde. Da die Horizontalverschiebung offenbar nur von der dissipierten Energie 
(Flache der Schleife) abhangt, stimmen (113) und (81) fiir % = 0 iiberein. 

Zur Bestimmung der Materialkonstanten C*, n, @ darf also hier von den beiden 
Gleichungen (108) und (109) nur die letztere verwendet werden. Betrachtet man die 
Abhangigkeit des Horizontalausschlages von der Winkelgeschwindigkeit mw nach 
Gleichung (109), so erkennt man, da dieser, bei sehr kleinem w vom Wert wie in 
(81) ausgehend, mit wachsendem w zunachst zunimmt und nach Uberschreiten eines 
Maximums mit unbegrenzt wachsendem w gegen Null geht. Um die Materialkonstanten 
O*, n und # zu ermitteln, kann man also zundchst den Versuch mit sehr kleiner Dreh- 
zahl ausfiihren. Man erhalt dann C* und n bzw. « und x wie im ersten Abschnitt. 
Mit den nunmehr bekannten Werten C* und m kann aus (109) fiir jede beliebige Winkel- 
geschwindigkeit m nach Messung des zugeh6rigen Horizontalausschlages ,_, der 
Wert # ermittelt werden. Dies kann beispielsweise mittels eines geeigneten Nomo- 
gramms geschehen. Dazu setzt man 


32H R4 
ape Me-0 = X (114) 
12 C* 4 Pl \n—2 
mone isan = (115) 
und 
Jo =p. (116) 
Damit schreibt sich (113) 
P Lp ; 
Seale grag saa oo (117) 
(hi -p.p*)2 


Fiir vorgegebenes n ist dies die Gleichung einer einparametrigen Geradenschar in 
der X Y-Ebene. Ihre Einhiillende hat folgende Parameterdarstellung: 


ide ie ee eee, 118 
X= T4p * pdt py tnd — ph con 
y_ cc p?) (1 we p2)ni2 (119) 


“p[4+n(1— p)] * 


Man kann diese Kurve in der X Y-Ebene zeichnen und auf ihr die Parameterwerte p 
eintragen. Zieht man nun von dem Punkt X, Y aus, der sich durch die Messung von 
O* und n mittels (114) und (115) bestimmt, die Tangente an diese Kinhiillende, so 
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kann man im Beriihrpunkt den zugehérigen Wert des 
Parameters p ablesen, der die Gleichung (117) und damit 
(113) erfiillt. Aus (116) ergibt sich dann die gesuchte 
GroBe #. 

In Abb. 7 ist die Einhiillende fiir den Spezialfall 
n = 2 gezeichnet. Sie besteht aus zwei Asten, von denen 
einer eine Spitze mit einer gemeinsamen Tangente hat. 
Man erkennt, daB8 es im positiven Quadranten der 
X Y-Ebene Punkte gibt, von denen aus man zwei, eine 
oder keine reelle Tangente an die Einhiillende zeichnen 
kann. Wenn zwei Tangenten existieren, so gibt es offen- 
bar zwei Drehzahlen, die zur gleichen Horizontalauslen- 


pe 
P-bit 
Ne Se 
WO oe Be F ; x 
See OS ees ae 460 100 140 
we wy 
it ee 
‘B 
oO 
XS 
\ 
Abb. 7. Nomogramm zur Ermittlung von # aus Gl. (109) fiir n = 2 


kung fithren. Dabei miiBte sich aus beiden p-Werten dieselbe Retardationszeit erge- 
ben. Fallt der Bertthrpunkt in den Bereich sehr kleiner Parameterwerte, dann ist es 
zweckmaBiger, ) aus der linearen Naherung nach Gleichung (113) direkt zu berechnen. 


(Kingegangen am 21. September 1960) 
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Stabilitat und Eigenschwingungen einer Platte von der Form 
eines regelmafigen Polygons 


Von Zbigniew Kaezkowski, Warszawa 


Mit 2 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Das EKigenwert 


problem der isotropen, elastisch gebetteten Platte mit poly- 
gonalem Umrif8 wird behandelt. 


S=0,2887 


iipedle 


Den Gegenstand unserer Untersuchungen wird eine isotrope Platte von der Dicke h 
und der Form eines beliebigen regelmaBigen n-Ecks bilden (Abb. Ly Die Platte ist auf 
einer elastischen Unterlage vom Winklerschen Typ mit der Bettungsziffer K gelagert, 
wahrend sie auf ihrer Peripherie beliebige kontinuierliche Randbedingungen erfiillt. Wir 
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werden uns hier lediglich mit einer auf ihrem Rande freigelagerten Platte sowie mit 
einer eingespannten Platte eingehender befassen. 

Die Belastung der Platte bilden gleichmaBig auf der ganzen Peripherie verteilte, 
von der Zeit unabhangige Druckkrafte N und senkrecht zur Plattenebene gerichtete 
d’Alembertsche Beharrungskrafte. Wir betrachten die stationaren Schwingungen der 
Platte mit der Kreisfrequenz w. 

_ AuBerdem gelten die klassischen Voraussetzungen der Theorie dinner, ideal elasti- 
scher Platten. 

Mit den obenerwahnten Voraussetzungen hat die Differentialgleichung der Ampli- 
tude w der freien Schwingungen der Platte die bekannte Form: 


DY? Vw +N Y* w— (po Kw ©, (1) 


' wo D = EF h3/12 (1 — v?) die Plattenbiegesteifigkeit und 
die Plattenmasse bezeichnet, die auf die Einheit ihrer 
Oberflache entfallt, und 7? w = d?w/dx* + I? w/ dy? 
gilt. 

Wir nehmen an, da’ die Gestalt der Schwingungen 
zu allen Symmetrieachsen der Platte, die sowohl durch 
die Scheitelpunkte, als auch durch die Mitte der Polygon- 
seiten hindurchgehen, symmetrisch ist. Es gentigt dann 
die Untersuchung des dreieckigen Plattenteils, der von 

zwei einander benachbarten Symmetrieachsen und dem Plattenrand begrenzt ist 

(Abb. 2). 


Die einfache Reihe 


w= > Y,,(y)sinmaé (6 =aa, 4 = 4a) (2) 
5 AR a Fees 


erfiillt die Gleichung (1), wenn die Funktion Y,,, (7) der nachstehenden gewéhnlichen 
Differenzialgleichung geniigt, 


d4 Veer d? y m > y 
“dgt 2% age tT On Ym = 9, (3) 
in welcher 

1 A Q 

ae filly pe, eee 62 : 
Ay sant 70) [1 ai | ' O°, =(ma)* 1 ae Fi) 3 (4) 

N a? uor—K 

A = on? D 5 Q = =i D a (5) 


Die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung (3): 


Me 24m rise Onn =v 
hat folgende Wurzeln: 
i, ape ee | Ym = \ 17 agen 


Wenn wir die Abhangigkeiten (4) einsetzen, erhalten wir sie in anderer Form: 


Uae oe rate Mm % Pm ’s, a ef mM % Pm (6) 
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wo: f D eee 
m =~ \1—S, oa: (7) 


6=A—VA+ 2, PSW ey AT a : (8) 


Das allgemeine Integral der Differentialgleichung (1), das die entsprechenden 
Randbedingungen auf der Geraden 2 = a/2 erfiillt, hat somit nachstehende Form: 


w= > (A, chMAGmN + By ShMAGm 1 + Cm Ch Mt Wm + 


m= 1,305.55. 


+ D,, shm x yp, y) sin m x &. (9) 


Fir die weiteren Untersuchungen wird auch die Funktion 7? w bendtigt. Es ist leicht 
festzustellen, daB sie nachstehende Form hat: 


= > [ @ (A,, ch m Pm 1 + By, shm HL Pm n) oe ¥ (Cine ch MH YPm 1 - 


m = 1,3, 5... 


2 == 
wo = — 
V a? 


+ D,, sh m 1 Wm ))] sin m a &. (10) 


Von den vier Integrationskonstanten kénnen zwei aus den Randbedingungen auf 
der Kante y = 0 berechnet werden. So wird im Fall der auf der Peripherie freigelagerten 
Platte Folgendes gelten, 

ee = C == 0, (11) 


wahrend wir im Fall der eingespannten Platte erhalten, 


O = — A. Dp dns Pm B 


m m 
Wm Ui 


oe (12) 

Um die Randbedingungen auf der Geraden y = 2x zu formulieren, fiihren wir 
ein neues Koordinatensystem s, n ein, das mit den Koordinaten x, y wie folgt verbun- 
den ist: 


fo EP pee —— cee. y tes fae | 
: ‘ : (13) 
=o—286, n=2Bo+¢, 6 =s/ce, 6 =nI/C. | 


Nach Einsetzen der Abhangigkeiten (13) in die Funktion (9) und (10) erhalten wir 
ohne Miihe die Randbedingungen auf der Geraden y = 2/2 in folgender Weise: 


Eis = 2 > M{[Gm(Am sh 2M 2 Gm BO + By, ch 2m 7G, Bo) + 
= m= 1,3, 5,... 


+ Wm (Cm Sh 2m x py bo+ D, ch2m x yp, B o)] sin ma o — 
—2B(A,, ch2mxnq,Bo+ B,sh2mngp_, Bo + 
+0, ch2m 2 Wm BG + Dy, sh 2m x Yq Bo) cosmna} = 0, 


w= 40 Fo) 8a 
+ Wy, (C, sh2mny, Bo + Dy ch2m x Wy, Bo)] sinm ao — 
—2B([O(A, h2mx9,Bo+ By sh2mMAPy Bo) + 
+ VU (0, ch2ma ym hot+D,,sh2ma yp, Bo)] cosm xo; = 0. 
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Nach dem Ordnen und der Einfiihrung der Beziehungen 


LZ (6) =m (x, sh24mnx, Bosnmao—2bPch2mnx», Bo cosmo), tis 
9, (6) =m (x, h24mnx,posnmao—2psh2mnxx,, 8 ¢cosmzxo), | 
“=, Y, 
schreiben wir die obigen Bedingungen wie folgt an: 
> (Anh ) + Bn 96 (0)] + X [On fg (2) + Dy gh (0)] = 9, | 
®X AgSE (0) + Bugs (+ ¥ E CnfE(o) + Pugh = 0 | 


it == Eo a eee 
Da nach Voraussetzung: 


= WW @= 247+ 0+0, 


so kann das System (15) durch folgendes System ersetzt werden: 


> ae se (o) I Be Jin (c)] a 0, 
m Mee (OE WE aes (16) 
DiiCp hte) + D,. 92a) i = 0: 


Die Funktionen (14) entwickeln wir jetzt in Fouriersche Reihen vom Typ 


(ee) 
> a, sinr mo: 


r =1,3,5,... 
2 ia. (— 1)i ch MT Xm B = 1 
ee S am Dy SRD seers im ae oA (m? — 0) Bb? + 7? + (17) 
(— 1)*chmax,B—1 |]. 
+ (mr —@) eee Foe lle iss civisee 
x ete des , = | (mr + @) (— 1) 
Im (co) 4 shina %m B PN Ais | (m? ,= O0)p? ae 7? ye (18) 


(mr — @O)(—1)*_ , 
(m? se 6) B? + be Sn?’ zo. 


Hierbei kamen folgende Bezeichnungen zur Anwendung: 


a, k= == : ; Q.= ®, yF. x =, ¥. 


Die Funktionen sin r z o bilden, wie bekannt, fiir die ungeraden Werte r im Abschnitt 
0< 0 < 1/, ein vollstindiges System orthogonaler Funktionen. 

Im Fall einer auf dem Rande freigelagerten Platte nimmt das Gleichungssystem (16) 
beim Einsetzen von (11) und (18) nachstehende Form an: 
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>, Bn sh m x Pm BD rm Sinr2o = 0, 
m tig 


> Dy th ma Yn BY dpm Sint m0 = 0, 


me {i 


wo 
b . (mr ir RNG ai i (mr — @) (— 1)* 
rm (m* — @) B24 52 T (m2? — @) B2 + kh?’ 
reve (a = ap ‘i (mr — WY) (— 1) 


rm (m2 — W) pe rD ;? (m2 Fe W) pr + kh? * 


Die Koeffizienten von sin ro miissen fiir jeden der Werte 7 gleich Null sein. Auf 
diese Weise kommen wir zu folgendem System algebraischer Lineargleichungen : 


> Bi, 


we ae 


Bee OSS Dire ie Oe (ie Se WE PONG Ys (19) 


worn: 
b= BY shmng, 6, DD =D, shmny,, 6. 
Die durchgefiihrte Analyse zeigt, daB es geniigt eine von den Determinanten des 
Systems (19) Null zu setzen, um eine Gleichung zu erzielen, deren Wurzeln uns die 
Eigenwerte des Problems geben. Diese Gleichung hat als nachstehende Form: 


Ay, 43 A15 | 
31 A33 Qg5 wes | 

= al()) (20) 
As) As3 as5 | 


wo: 
_ (mr p? + X)(— 1) (mr B? — X) (— LF 
Oem ~ mn? p2 + 92 — X m? p? + k®— XX? 
sea P coder Xp F, 
In der Tabelle 1 wurden die Werte X fiir einige regelmaBige Polygone angegeben, 
die wir bei Beschrankung der Gleichung (20) auf die Determinante erster und zweiter 


Ordnung erhalten haben. In der letzten Zeile wurden zum Vergleich die bekannten 
exakten Lésungen angegeben. 


Tabelle 1 
| 
| 
Anzahl der a 3 4 5 6 3 - 
Polygonseiten 

Determ. I.Ordg. |X=| 05 | 05 | 05 | 0,5 0:6 Poo 08 
Determ. II. Ordg. X =| 0,444 | 0,500 0,521 0,529 0,535 0,536 
Exakte Lésungen ie e444 0,800 0,426 — 1,488 


Um die erste Frequenz der Eigenschwingungen oder den geringsten Wert der kritischen 
Druckkraft zu erzielen, geniigt es, die in der Tabelle 1 angegebenen Werte X in dic 
nachfolgenden Formeln einzusetzen: 
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Xin? | D [pas Qe K Rt ; 

a ES: /2\1 X 2% D | Xin D ’ - 
XC ge? 1B. TEE 

Nir = R? {1 aa (22) 


in welchem R = fa den Radius des eingeschriebenen Kreises bezeichnet. 

Es sei hier auf die Divergenz hingewiesen, die zwischen dem fiir das n-Kck bei 
n —> co erhaltenen Wert und dem entsprechenden Eigenwert der freigelagerten Kreis- 
platte besteht. Wir haben hier die Erscheinung einer fehlenden Stabilitat der De- 
finitionsgebiete, die im Fall einer statischen Belastung von I. BabuSska‘, festgestellt 
wurde. Das von uns erhaltene Resultat, X — 0,536, ist zwischen den Werten enthalten, 
die sich auf die freigelagerte Kreisplatte, X = 0,426, und auf die eingespannte Kreis- 
platte, X = 1,488, beziehen (vgl.?, S. 249—254). 

Untersuchen wir noch den Fall einer auf dem Rande eingespannten n-Kckplatte. 
Wir beschranken uns hier auf die Lésung des Stabilitatsproblems der Platte, indem 
wir Folgendes annehmen: 


Ke @ == OD 0; Yh es Dh oy Ae ae BA (23) 


Die Bedingungen (16) nach Einsetzen von (12), (14) und (23) fiihren nach einfacher 
Umformung zum folgenden linearen Gleichungssystem: 


v (— li chma Bp — 1 (— 1) ch m 1 foot) 
PLE; Ary m | m2 Bb? + 92 m2 B? + k2 ei 
m 

(= Ey CF 
+ y B,,mshm ax p eee ee 


m 


é as es oh al =: : 2 x (= 1)* ch m3 m 5 — ] q 
ee (om 2 += X) = m2 pe + 79? aa; = - (mr B? X) = J, = aie | : 


m 


shim Ym B | (mr Bp? + X) (— 1) (mr B2 — X) (—1)* 
if ma = Pm m? Bi + 9% — KX m? B2 + ke? — X | ies 
m ; 


(mirise IOS ae 


Wenn wir in der ersten, selbstverstindlich wenig genauen Annaherung, annehmen, 
daf nur A, und B, verschieden von Null und alle sonstige Konstanten A,, und B,, 
(fiir m = 3, 5,7, ...) gleich Null sind, erhalten wir die Determinante zweiter Ordnung, 
die Null gesetzt, uns folgende transzendente Gleichung gibt: 


ween sh a B aes weg sha |p? —X 
B [ch xp = (2 B2 4-1) ERE, RSI SER Sy 
nm f B ] /pe—xX | Cha Vp?—xX + seo ] 


= 0. (24) 


Die aus dieser Gleichung berechneten Wurzeln X haben wir fiir einige n-Ecke in der 
Tabelle 2 zusammengestellt. 


1 I. Babuska: ,,Die Abhaingigkeit der Lésung der Elastizititsprobleme von kleinen Verander- 
ungen des Definitionsgebietes, ZAMM, 39, H. 9/11, S. 411—412, 1959. 


2 A. Nadai: ,,Die elastischen Platten’, Berlin, 1925. 
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Tabelle 2 


Anzahl der Polygonseiten n | 3 | 4 | 5 | 6 | 8 


Wurzeln der Gleichung (24) x | 1,89 | 83 | 1,75 | 1,66 | 1,42 


Die kritische Belastung finden wir in diesem Fall aus der Formel: 


X x? D 


Auf ahnliche Weise kénnen wir auch die statischen Durchbiegungen von symme- 
trisch belasteten regelmaifSigen n-Eckplatten bestimmen. Hier mu8 jedoch vermerkt 
werden, da die Konvergenz der hierbei erhaltenen Reihen iiberaus schwach ist. 


Die in der vorliegenden Arbeit fiir polygonale Platten angewandte Lisungsmethode 
wird in der unter meiner Fiihrung vorbereiteten, einstweilen noch nicht veréffent- 
lichten Doktordissertation von Z. Reipert’, in allgemeiner Form besprochen. 


(Eingegangen am 5, Oktober 1960) 


Der moderne Stahlhochbau und das Feuer 
Von Curt F. Kollbrunner, Zollikon/Zh. 


Mit 3 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Es wird die Frage der Einfiihrung eines Punktsystems zur Beurteilung 
der Feuersicherheit von Stahlhochbauten diskutiert. 


Trotzdem das Osterreichische Ingenieur-Archiv das Gebiet der angewandten 
Mathematik behandelt, soll hier, zum 70. Geburtstag von E. Melan, eine Ausnahme 
gemacht und das heute fiir den Stahlhochbau wichtigste Gebiet, nimlich dasjenige 
der Feuersicherheit skizziert werden, fiir welches E. Melan weit vorausblickender 
Wegbereiter war. 

Melan!? hat schon im Jahre 1931 gezeigt, da8 der Stahlbau feuersicher ist. Vor 
bald 30 Jahren hat er weit vorausschauend und vorausplanend mit einer kurzen, 
leider spater in Vergessenheit gefallenen Publikation bewiesen, wie unverkleidete 
Stahlkonstruktionen selbst einem GroSbrand widerstehen k6nnen. 


Bei Ausbruch des Brandes im Warenhaus ,,ARA“ in Prag war keine Stahlstiitze 
verkleidet. Trotzdem sich das Feuer mit unheimlicher Schnelligkeit ausdehnte, hat 
das Stahlgerippe den Brand in einer Weise iiberstanden, welche die kihnsten Erwar- 
tungen iibertraf. Die Schiden an der Stahlkonstruktion waren im Verhaltnis zu den- 


8 Z. Reipert: ,,Zastosowanie pojedynezych szeregow funkcyjnych do rozwiazywania zadan ze 
statyki, statecznosci i dynamiki plyt o nietypowych ksztaltach” (,,Die Anwendung einfacher 
Funktionsreihen zur Lésung von Statik-, Stabilitaits- und Dynamikproblemen von Platten nicht- 
typischer Formen“‘), Doktordissertation, nicht veréffentlicht. 


1B. Melan: Das GroBfeuer in dem Stahlskelettbau des Warenhauses ,,ARA“ in Prag. Bau- 
ingenieur, Heft 27, S. 498, (1931). 
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jenigen im Mauerwerk, Eisenbeton und an den Hohlsteinkonstruktionen verschwindend 
klein. Von den Stiitzen wies nur eine einzige, die mitten im Zentrum des Brandes 
stand, eine schwerere Beschadigung auf, die auf eine Lange von ca. vier Metern ihre 
Auswechslung notwendig machte, wobei diese Auswechslung in der Rekordzeit von 
20 Minuten vorgenommen wurde. 

Selbstverstandlich wissen die Stahlbaukonstrukteure, daB verschiedene Stahl- 
konstruktionen bei einem katastrophalen GroBbrand einstiirzen. Dabei handelte es 
sich jedoch immer um Feuerbelastungen, die nicht hatten zugelassen werden diirfen, 
wie auch um Stahlkonstruktionen, die nicht nach den neuesten Erfahrungen gebaut 
wurden?. 

Die Feuerbelastung bedeutet den Heizwert aller im Bau oder einem bestimmten 
Gebaudeteil vorhandenen brennbaren Materialien, (berechnet auf eine entsprechende 
Holzmenge), bezogen auf die Einheit der Bodenflache. (kg Holz/m* Bodenflache). 

Friiher wurde dem Prinzip der Feuerbelastung als Kriterium der Feuergefahr- 
lichkeit entgegengehalten, da bei verandertem Verwendungszweck eines Gebaudes 
und dadurch erhdhter Feuergefahr unverantwortliche Zustande entstehen k6nnen. 
Diesem Einwand kann jedoch mit Recht die Praxis entgegengehalten werden, die 
in der Bautechnik ganz allgemein Giiltigkeit hat. Genau wie eine statische Uber- 
dimensionierung der Stahlkonstruktion auf gréBere als die vorgesehenen Lasten nicht 
in Frage kommt, miissen auch tibertriebene FeuerschutzmaBnahmen abgelehnt werden. 
Dafiir zu sorgen, da8 bei veriinderten Voraussetzungen die baulichen Vorkehrungen 
getroffen werden, ist Sache der Feuerpolizei. 

Die vor einigen Jahren durchgefiihrten Untersuchungen des schweizerischen 
Brandverhiitungsdienstes haben ergeben, daB die Feuerbelastung in Bureaugebauden 
moderner Bauart zwischen 8 und maximal 25 kg/m? schwankt. (Archive selbstver- 
standlich ausgenommen.) 

Gegen die neuzeitlichen, fortschrittlichen Stahlbauer, welche die Gefahr des Feuers 
richtig einschatzen, gleichzeitig aber die kleine Feuerbelastung in modernen Bureau- 
und Geschaftshausern kennen und daher auf Grund ihrer Versuche und Erfahrungen 
bei Feuerbelastungen bis maximal 25 kg/m? die unverkleidete Stahlkonstruktion 
fordern, stemmt sich das Beharrungsvermégen, der Zweifel, die Unkenntnis, die 
Uberheblichkeit und das Besserwissen?. 

Stets ist es am schwierigsten, das Beharrungsvermégen zu brechen, beharrt doch 
jeder mittelmafig Intelligente auf dem, was bis heute als richtig erkannt wurde; er 
hat Angst vor dem Fortschritt. Der Zweifel kann durch eindeutig durchgefiihrte 
Versuche gebrochen werden. Der Unkenntnis begegnet man am besten mit klaren, 
eindeutigen Resultaten der neuesten Versuche. Die Uberheblichkeit und das Besser- 
wissen k6nnen diplomatisch und freundschaftlich ausgeschaltet werden. 

Bei jedem Fortschritt und Weitblick hat die groBe Masse der Ingenieure stets 
Furcht vor dem fiir sie noch Unbekannten, nicht einmal Erahnten. Heute stehen die 
Stahlbaukonstrukteure jedoch vor einer Schicksalstunde eines nicht mehr aufzu- 
haltenden Fortschrittes, welchen E. Melan schon vor 29 Jahren vorausgesagt hat. 
Fur die neuzeitlichen Wissenschaftler gibt es kein ,,unméglich. Wenn auch die ewig 


* C.F. Kollbrunner: Feuersicherheit der Stahlkonstruktionen, III. Teil. (Feuerversuche mit 
belasteten Stahlrahmen.) Mitteilungen der Technischen Kommission des Schweizer Stahlbauver- 
bandes, Heft 18, Februar 1959. Schweizer Stahlbauverband, Ziirich. 


* C.F. Kollbrunner: Jahresbericht 1959 der Kommission 3 (Feuerschutz) der Europiischen 
Konvention der Stahlbauverbinde. Februar 1960. 


C.F. Kollbrunner: Stahlhochbau und Feuerpolizei. (Stand April 1960). Europiische Kon- 
vention der Stahlbauverbinde, Kommission 3 (Feuerschutz). 
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Gestrigen, die an der Vergangenheit kleben, uns ein ,,zu friih‘’ oder ,,zu gefahrlich‘‘ 
entgegenschleudern, schauen die Stahlbauer doch stets hoffnungsvoll und zuversichtlich 
in die Zukunft. . 

Da heute meist als , feuerbestindig’’ Bauteile aus nicht brennbaren Baustoffen 
bezeichnet werden, die wihrend mindestens 1’ Stunden unter der Kinwirkung des 
Feuers und des Léschwassers ihr Gefiige nicht wesentlich andern und damit ihre 
Tragfahigkeit und ihre Standsicherheit nicht iiber das zulissige Ma8 verlieren, ist es 
unlogisch, bei modernen Biiro- und Geschaftshausern mit einer Feuerbelastung 
von 8 bis maximal 25 kg/m?, d.h. einer fiir den Einzelraum maximalen Branddauer 
von etwa 20 Minuten (sofern man als Branddauer die Zeit des Erreichens und teilweise 
Uberschreitens der maximalen Temperaturen in der Héhe der Standardkurve an- 
nimmt) eine Brandsicherheit fiir 90 Minuten zu verlangen. Eine so lange Branddauer 
kann in modernen Biiro- und Geschaftshaiusern iiberhaupt nicht mehr auftreten. 

Stets ist daran zu denken, daB die Feuerbelastung die Brandgefahr entscheidend 
beeinfluBt, haéngt doch von ihrer GréBe die Branddauer und damit die Brandtempe- 
ratur ab. Wie W. Geilinger* angibt, besitzen heute Verwaltungsgebiude moderner 
Konstruktionsweise Feuerbelastungen von weniger als 12 kg/m2, d.h. von nur der 
Halfte der oben angegebenen Feuerbelastung. 

Das Brandrisiko setzt sich aus verschiedenen Faktoren zusammen: Ziindquellen, 
Brennbarkeit, Feuerbelastung, Branddauer, Brandausbreitungsméglichkeit, Verqual- 
mung, Luftzutritt, Schadenanfalligkeit, Einsatz der Feuerwehr. Die Feuerpolizei 
wehrt sich mit Recht dagegen, daB als einziges Kriterium fiir die Brandgefahrdung 
die Feuerbelastung eingefiihrt wird. Dies war jedoch auch nie die Meinung, denn 
schon vor 10 Jahren ist ein Punk system publiziert worden, welches damals 15 Posi- 
tionen umfaBte, wobei die Feuerbelastung lediglich als Position N. 7 aufgefiihrt 
wurde®. 

Wenn auch heute das Punktsystem noch nicht endgiiltig ist, handelt es sich doch 
darum, die verschiedenen Meinungen zusammenzufassen und auf einen gemeinsamen 
Nenner zu bringen, damit dariiber diskutiert und schlieBlich eine Norm aufgestellt 
werden kann°. 

Die Brandversuche werden in den meisten Landern unter 4hnlichen Bedingungen 
ausgefiihrt. Prinzipiell mu jedoch zwischen den Standardkurven und den wirklich 
auftretenden Branden ein klarer Trennungsstrich gezogen werden. Ein Brand ent- 
wickelt sich nie nach einer Standardkurve, sondern je nach den vorhandenen Ver- 
haltnissen, bei viel Luftzutritt rasch, bei wenig Luft langsam, eventuell auch nur 
mottend. 

Beim Naturbrand liegen die auftretenden Temperaturen im allgemeinen viel tiefer 
als die Norm- oder Standardkurve angibt. Die Zeit-Temperatur-Kurve verlauft in 
Wirklichkeit meist so, daB nach dem Feuersprung ein rascher Anstieg der Temperatur 


4W. Geilinger: Feuer und Stahl. Dritte Schweizerische Stahlbautagung, Lausanne, 1960. 
Mitteilungen der Technischen Kommission des Schweizer Stahlbauverbandes, Heft 21, (1960). 

5. Geilinger und C.F. Kollbrunner: Feuersicherheit der Stahlkonstruktionen, I. Teil. 
Mitteilungen der T.K.V.S.B., Nr. 3, Verlag Leemann, Ziirich, Mai 1950. 

6 P. Boue: Der Feuerschutz im Stahlhochbau, insbesondere von Stahlstiitzen. Berichte des 
Deutschen Ausschusses fiir Stahlbau, Heft 21, Stahlbau-Verlags GmbH., Koln, 1959. 

W. Halpaap: Die Bestimmung des notwendigen Schutzes wesentlicher Bauteile nach Punkten, 
VEDB-Zeitschrift, Heft 4, S. 124, November 1959. 

P. Boué: Beitrag zur Frage des Feuerschutzes von Stahlhochbauten. I.V.B.H., 6. Kongress, 
Stoekholm, Vorbericht, 8S. 421, (1960). ; 

C.F. Kollbrunner: Ausbildung der Stahlkonstruktionen in Bezug auf die Feuersicherheit. 
I.V.B.H., 6. Kongress, Stockholm, Vorbericht, S. 449, (1960). 


112 


Curt F. Kollbrunner: 


mit einer iiber der Standardkurve liegenden Spitze erfolgt, worauf ein flacher, lang- 
gezogener Abfall stattfindet. Abb. 1 zeigt die EMPA-Standardkurve fiir Ofenversuche, 
wie auch die Zeit-Temperatur-Kurven bei ,,natiirlichem“ und langsamen Brand mit 


Feuerbelastungen von 25 kg/m?. 
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Abb. 1. Zeit-Temperatur Kurven 


Das vereinfachte Punktsystem besteht aus Tabellen und graphischen Darstellungen, 
die heute als Diskussionsbasis aufgestellt wurden’. Die verschiedenen, in der Schweiz. 
Bauzeitung vom 3. Marz 1960 in Tabellenform veréffentlichten Positionen sind hier 
in den Abb. 2 und 3 graphisch dargestellt. 


Dabei handelt es sich um folgende Positionen: 


Pos. 
Pos. 
Pos. 
Pos. 


Pos. 
Pos. 
Pos. 


Nr. 
Nr. 
Nr. 
Nr. 


me WwW Pe 


Sr OU 


pee 


anv: 
As 


Hohe des Gebaudes oder der GeschoBe 
Innenflaiche der Riume. 
Dachhaut. 


Verwendung des Gebiiudes oder Raumes. 
Feuerbelastung. 
Zuschlage fiir gefahrerhGhende Nutzung. 


Gefahrdung der Nachbarschaft. 
Feuerbekampfung. 
Rauch- und Warmeabzug. 


AuBerdem kann die Lage, die GroéBe und die Art der Bauteile noch speziell beriick- 


sichtigt werden. 


7C. F. Kollbrunner: Bewertung des Feuerschutzes der Stahlkonstruktionen nach dem 
Punktsystem. Schweiz. Bauzeitung, Heft 9, S. 142, 3. Marz 1960. 

C. F. Kollbrunner: Beurteilung der Feuersicherheit von Stahlhochbauten. I.V.B.H., 6. Kon- 
gress, Stockholm, SchluBbericht, (1960). 
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Aus Abb. 2 ersieht man, daB bis zu einer Feuerbelastung von 25 kg/m? die Stahl- 
konstruktion nicht verkleidet werden mu. Uber die GroBe der Plus- und Minus- 
Punkte kann dabei noch verhandelt werden: 
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Abb. 2. Verwendung des Gebiiudes (4) und Feuerbekampfung (6 und 7) 


Bei Stahlkonstruktionen mu8 selbstverstandlich eine Differenzierung betreffend 
ihrer Feuergefahrlichkeit vorgenommen werden. Leichte Fachwerkbinder oder sehr 
diinnwandige Vollwandtrager, wie sie bei Hallen und Shedkonstruktionen zur Ver- 
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wendung kommen, haben naturgema8 ein kleineres Warmeschluckvermogen als Stahl- 


konstruktionen in GeschoBbauten. 
Wichtiger als jede Verkleidung von Stahlkonstruktionen ist jedoch stets, da man 


(11) 


Ome — - 
| : y 
| TRAUF HOHE 
x 
er alSIUie es | 
E SCHOSS| | uy G 
5 GESCHOSSHOHE holleaaee : | 
az 
5 10 15 20 25m 
MEHRGESCHOSSBAUTEN (1.1 +1.2) 
4 


GEBAUDE HOHE 


PUNKTZAHL-= 
PR 


=! 


5 10 : 15 20 


25 m 
EINGESCHOSSBAUTEN , (HALLENBAUTEN) (1.3) 
. ke 
DACHHAUT GEBAUDEABSTAND 
6c . 
ie (3) 
ks owt s ee BRENNBAR 
i UNVERKLEIDET 
4 2 (3) Sicwege 
eres 4 6 BRENNBAR 
= VERKLEIDET 5) 10-25m 
i fast (S$) >25m . 
MASSIV z 
250 500 1000 2500m 


Abb. 3. Innenflache (2), Dachhaut (3), und Gebéudeabstand (5) 


darauf achtet, die Feuerbelastung méglichst klein zu halten. AuBerdem sollte eine 
rasch einsatzbereite Feuerwehr vorhanden sein, so dai, auch bei GroBbrinden, keine 
Menschenleben gefahrdet werden kénnen. 

Wir stehen heute vor der Verwirklichung eines einfachen Punktsystems und wissen, 
daf in Zukunft viel weniger Stahlkonstruktionen verkleidet werden miissen als bis heute. 


(Eingegangen am 23. September 1960) 
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Ausbreitung der Wirmespannungen in viskoelastischen Kérpern 
Von W. Nowacki, Warszawa 


Zusammenfassung. Fiir einen linear-viskoelastischen Korper mit temparaturunabhingigen 
physikalischen Kennwerten unter der Wirkung verschiedener instationirer Temperaturfelder 
werden Lésungen fiir die Spannungsausbreitung angegeben. Besonderes Augenmerk wird dem 
Biotschen Kérper zugewandt. 


Die Arbeiten auf dem Gebiet der Analyse von Warmespannungen in viskoelastischen 
Kérpern sind erst kiirzlich aufgenommen worden, wobei hauptsiichlich das Kérper- 
modell mit linearer Charakteristik als Grundlage diente. Die Aufmerksamkeit der 
Forscher konzentrierte sich in erster Linie auf quasistatische Probleme, also solche, bei 
denen man bei langsamer zeitlicher Anderung des Temperaturfeldes die inertialen Krafte 
auBer acht lassen konnte. 

Die Untersuchungen auf diesem Gebiet wurden durch die Arbeiten von H. H. 
Hilton' und A. Freudenthal? eingeleitet. Das bekannte Korrespondenzprinzip 
zwischen den Lésungen auf dem Gebiet der linearen Elastizitatstheorie und der Visko- 
elastizitat, das von T. Alfrey® in Bezug auf nichtkompressible Koérper erdacht und 
von E. H. Lee* auf kompressible Kérper verallgemeinert wurde, ist von H. H. Hilton? 
und E. Sternberg® auf Probleme der veriinderlichen Warmespannungen ausgedehnt 
worden. H. Parkus*® und W. Nowacki’ fiihrten das thermo-visko-elastische Ver- 
schiebungspotential ein, indem sie es bei der Lésung einer Reihe quasistatischer Prob- 
bleme zur Anwendung brachten. E. Sternberg? bearbeitete eingehend das Problem 
der Warmespannungen im unendlichen Raum mit kugeligem Hohlraum, wahrend 
M. Sokolowski® sich mit diesen in einer viskoelastischen Kugel herrschenden Vor- 
gingen befaBte. 

Man kann wohl sagen, da die grundsatzlichen theoretischen Probleme, soweit sie 
die Warmespannungen in viskoelastischen Korpern mit linearer Charakteristik betref- 
fen, zur Zeit als bewiltigt angesehen werden kénnen; die Bemiihungen der Forscher 
erstrecken sich nunmehr auf die Untersuchung quasistatischer Warmespannungen in 
viskoelastischen Werkstoffen, welche rheologische Kigenschaften aufweisen, die von der 
Temperatur abhangen®: '°. 


1H. H. Hilton: “An extension of Alfrey’s elastic-visco-elastic analogy to viscoelastic thermal 
stress problems’’. Rep. No. TSVE — TR-2, Dep. Aero Eng., University of Illinois (1953). 

2 A. Freudenthal: “Effect of rheological behavior on thermal stresses’. Journ. of Appl. 
Physies, 25 (1954). 

87. Alfrey: “Non homogenous stresses in visco-elastic media’’. Quart. Appl. Mech. 8 (1950). 

4B. H. Lee: “Stress analysis in visco-elastic bodies” Quart. Appl. Math. 13 (1955). 

’> &. Sternberg: “On transient thermal stresses in linear visco-elasticity’’. Proc. of the third 
US National Congr. Appl. Mech., New York (1958). 

6H. Parkus: , Instationire Warmespannungen"’, Wien (1959). 

7W. Nowacki: “Thermal stresses due to the action of heat sources in a viscoelastic space”’. 
Arch. Mech. Stos. 11 (1959). 

8M. Sokolowski: ,,Warmespannungen in einer Kugel, die aus einem Werkstoff von visco- 
elastischer Eigenschaft hergestellt ist“ (polnisch). Jubiliumsschrift von Prof. W. Wierzbicki, 


Warszawa (1959). 
° H. H. Hilton: “Thermal stresses in thic-walled cylinders exhibiting temperature-dependent 
viscoelastic properties of the Kelvin thype’’. Proc. Second. US Nat. Congr. Appl. Mech. (1954). 
10 R, Muki and BE. Sternberg: “On transient thermal stresses in viscoelastic materials with 
temperaturedependent properties’. lm Druck. 
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Der Ausbreitung von Warmespannungen im viskoelastischen Kérper mit linearer 
Charakteristik wurden bisher nur wenige Arbeiten gewidmet. Hier waren die Arbeit 
von A. Katasonow!! sowie die Arbeiten von W. Nowacki!? 1° zu nennen. 

In der vorliegenden Arbeit werden wir einige Losungsvarianten fiir Spannungsaus- 
breitung im unendlichen Raum sowie fiir eindimensionale Probleme, die sich auf den 
Halbraum und die Schicht aus viskoelastischem Werkstoff beziehen, angeben. 


I. Grundbeziehungen und Gleichungen 


Wir untersuchen einen viskoelastischen, isotropen und homogenen Korper mit 
linearer Charakteristik, welcher der Wirkung eines nichtstationaren Temperatur- 
feldes ausgesetzt ist. Wir werden uns auf kleine Verzerrungen beschranken und voraus- 
setzen, das sowohl die mechanischen als auch die thermischen Moduli nicht von der 
Temperatur abhangen. Die Annahme einer Unabhangigkeit physikalischer Konstanten 
von der Temperatur bildet eine ernsthafte Beschrankung, sie verneint namlich die 
Empfindlichkeit des Viskositaétsmoduls in bezug auf die Temperatur. Die Beriick- 
sichtigung einer Veranderlichkeit des Moduls ist zwar méglich®, sie versucht jedoch 
erhebliche analytische Schwierigkeiten schon fiir einfachste quasistatische Probleme. 

Das Gleichungssystem, welches die Ausbreitung thermischer Spannungen in 
einem viskoelastischen K6rper mit linearer Charakteristik beschreibt, besteht aus 
linearen Beziehungen zwischen Spannungs- und Verzerrungszustand, aus linearen 
Beziehungen zwischen Verzerrungs- und Verschiebungszustand sowie aus den Bewe- 
gungsgleichungen. 

Die Beziehungen zwischen den Komponenten des Spannungs- und Verzerrungs- 
zustandes nehmen wir in nachstehender Form an?>: 


P, (D) 8; = Pz (D) &;, (1) 
P,; (D) o,, = Py (D) (e;, —3«, T). (1.2) 


Hier ist 7’ die Temperatur, «, der Koeffizient der linearen thermischen Ausbreitung, 
s,; und e,, die Deviatoren des Spannungs- und Verzerrungszustandes, 


1 i 
Sigs Depa ee Oi Suny Cag = ay — 3 05 Exe: (1.3) 
wahrend o;; und ¢,; die Komponenten des Spannungs- und Verzerrungstensors sind. 
Die Operatoren P; (D), i = 1, 2, 3, 4 sind lineare Differentialoperatoren in bezug auf 
die Zeit ¢ 
> 


Ni 
PD) => aD D = ae (1.4) 


a 
n=0 ot 


und die a,“ sind konstante GréBen. 


In bezug auf das rechtwinkelige kartesische System nehmen die Beziehungen 
zwischen den Komponenten des Verzerrungszustandes und den Verschiebungen w, 
“ v 
die Form an 


11 A. Katasonow: ,,Die Ausbreitung von spharischen thermoviskoelastischen Wellen”’ i 

: s se she viskoelastische on” (russis 

Wiestn. Mosk. Univ. 3 (1957). a aaa 
“% W. Nowacki: “Thermal stress propagation in visco-elastic bodies” (I), Bull. Acad. Pol. Se 

s. techn. 7 (1959). 
** W. Nowacki: “Thermal stress propagation in visco-elastic bodies” (II), Bull. Acad. Pol. Sei 

s. techn. 7 (1959) , 
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1 
st rs (u;,5 + Uj, 4). (1.5) 


Wenn wir in den Bewegungsgleichungen 
Gs4,4 = 0 Uy (1.6) 


die Spannungen durch die Verzerrungen ausdriicken und die letzteren wieder durch 
die Verschiebungen, dann erhalten wir folgendes System von Verschiebungsgleichungen 


Dy (D) Wi,xx + Le (D) Uy, 4: = Ly (D) T,; + @ Ly (D) ui, (1.7) 
wo 
l 
L,(D) = P, (D) P, (D), Lz (D) = 3 [2 Py (D) P, (D) + P2 (D) P, (D)], 
L; (D) = 2 Py (D) P, (D), Ly (DP) = 2 P, (D) P; (D). (1.8) 
Wenden wir auf die Gleichungen (1.7) die Laplacesche Transformation an, indem wir 


voraussetzen, daB fiir die Werschiiebungen die homogenen Anfangsbedingungen Beem 
so erhalten wir folgendes Gleichungssysterh 


Lb Ua ex re L) We, ke ay FT . + 0 p*u,, (1.9) 
wo 
2 P, (p) Ss (pip) — Fy (p) Ps lp) = = = 
= hee le 2 2 2 
M OH nea 3 P, (p) Ps (p) Pith 2s 


Funktionen des Parameters p sind und wo ferner 


ioe) 


f(t p) = Lf (ant) = fer f(a, 0) at, 


0 


die Laplacesche Transformation in bezug auf ¢ der Funktion / (z,, ¢) ist. 


Lésen wir nun das System der Gleichungen (1.1), (1.2) nach o,; auf und fiihren die 
Laplace-Transformation aus, dann erhalten wir folgende Beziehungen 


Oz, = 2 by + Oy i (Ae ey, —y 2). (1.10) 


Es ware zu beachten, daB wir eine analoge Form zu den Gleichungen (1.9) auch im 
Falle viskoelastischer K6rper mit linearer Charakteristik sowie kontinuierlicher 
Relaxtionsspektren erhalten. Im Falle des Biotschen Ké6rpers, wo die Beziehungen 
zwischen den Komponenten des Spannungs- und Verzerrungszustandes durch die 
Formeln gegeben sind!*>?°, 


+ 6;; [\ ({ — Tt) — Eup (U7) — c (t —7) a aD” (Zee )} Oz, (1.11) 
0 


c(t) = [36 (t) + 2a (t)] a, 


14M. A. Biot: “Theory of stress-strain relations in anisotropic viscoelasticity and relaxation 
phenomena” J. Appl. Phys., 25 (1954). 
15D. 8. Berry: “Stress propagation in visco-elastic bodies’’. J. Mech. Phys. Sol. 6 (1958). 


118 W. Nowacki: 


nehmen die Bewegungsgleichungen die Form an 
t 


[a0 se taum + [a — 9) +0 O15 te} OT = 


0 


t 
" few—a 2 7 dt tot, (1.12) 
0 


Nach Vornahme der Laplace-Transformation auf Grund der Gleichungen (1.12) er- 
halten wir das Gleichungssystem (1.9) mit der MaBgabe, dab 


Fiir einen linear-elastischen Koérper haben die Bewegungsgleichungen die Form 


jy 6g De, A (Ay ito) Gia = Vo Lope Os 
(1.14) 
Yo = (3 Ay ate 2 Mo) Ky. 


Hier sind w,() die Komponenten des Verschiebungsvektors im vollkommen elasti- 
schen Korper und die GréfBen py, 4, die Laméschen Konstanten. 

Aus dem Vergleich der Gleichungen (1.14) und (1.9) ergibt sich die bekannte 
elastisch-viskoelastische Analogie. 

Um eine Lésung des viskoelastischen Problems zu erhalten, beniitzen wir die 
bekannte Loésung des analogen elastischen Problems. In dieser ersetzen wir die Funk- 
tion w,() durch die Transformierte uw; und die Konstanten 4,, “4, durch die GroBen 
A, u. Wenn wir die so modifizierte Losung riicktransformieren, erhalten wir die gesuchte 
Losung des viskoelastischen Problems. 


II. Lésung der Verschiebungsgleichung 


Wir wollen das System der Verschiebungsgleichungen (1.9) mit Hilfe der Green- 
schen Funktionen G,“) (x,, €. t) lésen, die das Gleichungssystem erfiillen 


[ Gi, A (A Sg 7) eines 0) (x, a é,) 0is = p* Go) ° (2.1) 


Mit G;, (z,, &,, t) bezeichnen wir die Verschiebung des Punktes (x,) in Richtung der 
Achse x;, welche durch die momentan konzentrierte im Punkt (&,) angreifende Einzel- 
kraft, die in Richtung der Achse x, wirkt, hervorgerufen wurde. Die Gleichungen (2.1) 
stellen drei Gleichungssysteme dar (s = 1, 2,3), die wiederum je drei Gleichungs- 
systeme umfassen (i = 1, 2, 3). Wenn die Funktionen G, als bekannt vorausgesetzt 
werden, so 148t sich die Losung der Gleichungen in der Form darstellen 


~ av (é.), (2.2) 


oder 
IG, (E,, Xp, P) 


=7 | Ten p) (Em, p)aV (&). 
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Wir haben uns hier den Maxwellschen Satz von der Gegenseitigkeit der Verschie- 
bungen sowie den Greenschen Integralsatz zunutze gemacht, 


Gg, (x,; oe P) bs GO (ees ers p). (2.4) 


In der Gleichung (2.3) bedeutet 0, (&,, 2,, t) die Dilatation im Punkte (¢,), die durch 
Wirkung der momentan konzentrierten, in Punkt (v,) wirksamen und in Richtung 
der Achse x, gerichteten Einzelkraft hervorgerufen wurde. Wenn wir mit U (40s Es ©) 
die Verschiebung des Punktes (x,) in Richtung der Achse x, bezeichnen, die durch die 
Wirkung des im Punkt (é,) gelegenen momentanen Druckzentrum hervorgerufen 
wurde, so kénnen wir der Gleichung (2.3) die nachfolgende Form geben 


U; (GP) = —% [ T(E, p) U, (ws bp) AV (E,). (2.5) 
J 


Im viskoelastischen Raum ist aber! 


1 > e-Rpo 
vip Pas c - = — — ~-—__—— 2 a Oe 
i (%,, &,, p) ed ope, | . (2.6) 
wo 
R? = (x, — 1)? + (ty — fi)? + (vs — 6)", Tile Soe 


Mit Beachtung von (2.6), kénnen wir die Beziehung (2.5) in der Weise darstellen 
u, = ®,, (2.7) 
wo die Funktion ® durch das Integral 


m T (é.. —Rpo y 
its 0) = m it T (5,, p) e y 


Binet) ei Gag? eo 


gegeben ist. 
Die Funktion @ ist das dynamische Potential der thermoelastischen Verschiebung. 
Die Form der Funktion, @ (2.8) zeigt, da diese Funktion die Gleichung 


®,.,§—p2a2B=mT, O(x,,0) = G(x,, 0) = 0 (2.9) 
zu erfiillen hat. 


In der Tat, wenn wir (2.7) in das Gleichungssystem (1.9) einsetzen und dieses nach 
x, integrieren, erhalten wir die Gleichung (2.9). Die hier erzielten Resultate zeigen, 
da8 das Temperaturfeld in einem unendlichen viskoelastischen Raum nur Dilatations- 
wellen hervorrufen kann. 

Wenn wir (2.7) in die Beziehungen (1.10) einsetzen und uns die Gleichung (2.9) 
zunutze machen, so kénnen wir die Spannungstransformierte mit Hilfe der Funktion ® 
folgendermafen ausdriicken 


Gig = 2 (D4; — 93 Dy an) + 9:5 Pp? © QD, (2.10) 


Die Kenntnis der Funktion ® geniigt also zur Bestimmung der Verschiebungen, 
Verzerrungen und Spannungen. 


16 W. Nowacki: “Stress propagation in an infinite visco-elastic body produced by a time- 
variable point force’. Arch. Mech. Stos., 11 (1959). 
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Die Lisung der Gleichung (2.9) kénnen wir gleichfalls in folgender Form darstellen 


@ = [T(E P)P (p&p) dV (2.11) 
V 
Daher ist 
@ (x,t) = far fre Sao Geer ards (2.12) 


Die Funktion g muB die Differentialgleichung 
P> ix — p> o> yp =m d (x, — &,) (2.13) 


mit den Anfangsbedingungen 9 (z,, 0) = 0, y (x,, 0) = 0 erfiillen. 

Die Funktion ¢ (x,, t) konnen wir demnach als dynamisches Potential der thermo- 
elastischen Verschiebung!’ bezeichnen, das durch die Wirkung des Temperaturfeldes 
T (x,,t) = 6 (x, — &,) 6 (t) hervorgerufen wurde. 

Die Funktion g kénnen wir, den raumlichen Kigenschaften des Temperaturfeldee 
entsprechend, spezialisieren. So haben wir im Falle eines Temperaturfeldes, das eins 
Symmetrie in bezug auf den Punkt aufweist, die Gleichung 


(0%, + 2 R- dz) =m 6 (R — Ry) (2.14) 


zu losen. Wir erhalten 


(o.0) 


m Ry, sing & sin « Ry * HAS 
- i YE pha a, (2.15) 
oder 
e IQ — = 
eee —> [sh Rpo - e-®v? H (R, — R) + sh Ry po - e-®?? H(R—R,)] (2.16) 


wo H (z) die Heavisidesche Funktion ist. Die Funktion ® bestimmen wir durch 
Integration 


a ra ae : 
Dis Re po Ee Rpo | T (Ry, p) e-*? Ry d Ry + 
R 


(2.17) 
rem PB Ro, p) Sh Ry pe Ry aR). 
0 


Im Falle eines axial-symmetrischen Temperaturfeldes, das nur vom Radius r = 
= (x,? + «,”)'” abhangig ist, nimmt die Funktion die Form an 


gp =—mr [I, (pre) K (ro-p 6) A (ty — 1) + 
+ Ky (rpc) Ly (% po) H (r —74)], (2.18) 


Nd J. jo Lepearete “A dynamic nucleus 0 thermo-elastic strain in elastic infinite space and semi- 
space’. Bull. Acad. Pol. Sci., s. techn. 7 (1959). 
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wahrend wir die Funktion ® aus der Formel 


® = —mr-? [I, (rpc) K, (to p&) T (%, p) d%y + 
cig Age. (2.19) 
+ Ky (r po) | I, (to po) T (ro, p) dro] 


0 
bestimmen. 


Wenn das Temperaturfeld 7’ («,, t) in Bezug auf die Ebene x, 3 symmetrisch ist, 
so bestimmen wir die Funktion ¢ aus der Gleichung 


Pou =p? a = — m [0 (#7; — &) + 0 (@, + &,)]. (2.20) 
Die Lésung dieser Gleichung nimmt folgende Form an 


m 


Rie ae aw a as A eee Ge %) + 
- p vagal 
+ e-Palert81)) Si 0, Sy a 0. 
wahrend wir die Funktion ® nach der Formel 
vy 
7 m De _po(«,;—&) ; 
Bsr maga) Per ahs ot 
0 (2.22) 


is (€1, p) e oP (t1—81) dé, + | Z (€,, Pp) ys al as as, 


aT 0 


-}- 
—— 3 


bestimmen. 
Wenn das Temperaturfeld 7 (x,, t) zur Ebene 2, x, antisymmetrisch ist, so nimmt 


die Funktion g, ® die Form an 


m 


= 


[e771 — 41) H (a, = E,) = oP (ty — 41) H eae = a) — EWP 5 (#14 *)], (2.23) 
ae ie aur 
= —a55| [Pemere ad 6, 
0 


a: aes (E,, p) er (t—) dE | T (E,, p) e-oP (tH +41) é,|. (2.24) 
ry 0 
Auf diese Weise realisieren wir den Fall des elastischen Halbraumes, der in der 


Ebene x, = 0 frei von Spannungen ist. 
Wenn im unendlichen Raum in gleichen Abstinden h positive und negative ebene 


Temperaturkerne stationiert werden, so wird die Funktion y die Form annehmen: 


ie 6) 
= 2m N ‘sina, &, sina, x NI ¢ 
e m SIN &, 5, SU ee emo : (2.25) 
= ares ; 
h Dis On + p* a ee 
n=1 


Die Funktion g wird uns zur Bestimmung der Funktion @ fiir die Schicht von 
der Starke h dienen, in welcher das Temperaturfeld 7 (x,, t) herrscht, unter der Vor- 
aussetzung, daB in den Pegrenzungsebenen o,, = 0 ist. 
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Der hier dargestellte Weg zur Bestimmung der Funktion mit Hilfe des Potentials 
der thermoelastischen Verzerrung leistet besondere Dienste in den Fallen, in denen 
das Temperaturfeld zeitlich und raumlich unstetig ist. 

Nachstehend weisen wir einen anderen Weg zur Bestimmung der Funktion ®, 
der im Falle der Wirkung von Warmequellen bequemer ist. 


Wenn wir auf die Gleichung der Warmeleitung 
Ti.~2—~T=——, (2.26) 


die Laplace-Transformation ausiiben, so erhalten wir 


‘yee _ ie a T (x,, 0) = 0. (2.27) 


In der Gleichung (2.26) ist x = A/oc, wo A der Koeffizient der Warmeleitung, 
o die Dichte und c die spezifische Warme ist. Dann wird Q = W/oc, wo W die durch 
die Warmequelle in der Zeit — und Volumeninhalt erzeugte Warme bedeutet. Elimi- 


nieren wir nun aus der Gleichung (2.9) die Funktion 7’, indem wir von der Gleichung 
(2.27) Gebrauch machen, so erhalten wir 


(V2 — p? a?) [we —*| © = — Y Q. (2.28) 


Wir wenden auf die letzte Gleichung die komplexe Fouriersche Integraltrans- 
formation an, die durch folgende Beziehungen gekennzeichnet ist 


f (a, v= Ge) fT) Ei (x,, p) eite*e dV, dV = dx, dx, dat, 
ee (2.29) 


f Gin p) = (2 2)-* | ‘i [ F? (co p) ee" dW, dW = dary dary day. 


Die Lésung der Gleichung (2.28) nimmt dann die Gestalt an 


® (x., p) = —=( 3/2 i es wet ree 
(x,, P) Nee ec Sneek a ee (2.30) 


oder 


co 


; 2 2)- 3/2 Q* (Xs ) eta, aw 
@ 9 =— vs ( pow st! OPES 
(ag, p) p? o2 — a op Op a3 pix 


oe: Soe ee | 
ty, % + p* ot ng ae 


Das erste Integral in Klammern auf der rechten Seite der Gleichung (2.31) ist 


gleich 7’; es stellt gleichzeitig die Lésung der Gleichung (2.27) dar. Das zweite Integral 
kann man als Lésung der Differentialgleichung 


(2.31) 
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Six —P?®S=—", 8 (x,,0) =S (a, 0) =0, (2.32) 
ansehen, die in ihrem Aufbau zur Gleichung (2.9) analog ist. So kénnen wir also das 
allgemeine Integral der Gleichung (2.28) in der Form darstellen 


— m Me 


@ (x. p)=— p? a? — plx i = S). (2.33) 
Es sei hervorgehoben, daf zur Bestimmung der Funktion ® die Kenntnis der 


Transformation der Funktion 7 geniigt; die Funktion S erhalten wir namlich durch 


Ersetzen der GréBe p/x durch p26? in der Transformierten 7. In dem besonderen 
Fall der momentan konzentrierten Warmequelle, die im Ursprung des Koordinaten- 
systems wirksam ist, haben wir 


T= So RVah (2.34) 
Folglich 


ye : Qm —RV ple —Rpo é 
@ = — Peg R (p? a? — p/x) (e Dik __ g—ip Nee (2.35) 
Dieses Resultat erzielen wir auch, wenn wir von der Formel (2.17) Gebrauch machen 
und die vorgeschriebene Integration durchfiihren. 
Untersuchen wir nun den zeitlich harmonischen Fall des verainderlichen Tempe- 


raturfeldes 
T (et) = Re le 1 (x.)]- (2.36) 
Da die Verschiebungen und Spannungen sich gleichfalls der Zeit nach harmonisch 


andern werden 
W; (a,, t) = Re [e™ uw; (a,)], a4; (%p t) = Re [e a, (2,)], (2.37) 


so werden die Verschiebungsgleichungen die Form annehmen: 


~ 


ee + (A +p) en = ? T,,+e(to)?u,, 


“ P, (i) at P, (iw) Py (tw) — P, (2) P; (i) 


iat 6 Cina 3 P, (iw) P (tw) ( P=(BAF 2p) a, — (2.38) 


wenn in dem viskoelastischen Korper die Beziehungen (1.1) und (1.2) gelten, sowie 


1 (io) = io [a (t) et dt, 4 (iw) = io fb (t) e™ dt 
0 0 
im Falle des Biotschen viskoelastischen Korpers. 
Daraus ist zu ersehen, daf wir die Spannungen und Verschiebungen durch die 
Formeln 7 
tt, (t,t) = Re [el OD, ,] (2.39) 


“= 


04; (a,, t) = Re {e [2 w(®. 4; — 6,; ® ix) + @ (tw)? B)} (2.40) 


ausdriicken k6nnen. 
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Die Funktion O erhalten wir, indem wir in die vorher fiir ® entwickelten Formeln 
an Stelle des Laplaceschen Transformationsparameters p die GréBe iw einsetzen. 
Wenn wir uns so der Formel (2.33) bedienen, erhalten wir 

C= a ere a By 0/6 (2.41) 


fore en eee 


Die Funktion s ist das partikulare Integral der Gleichung 
@ 
nw 


“~~ “-—~ “oN~ 
PSP eed (UE) Jal i were 


III. Beispiele zur Ausbreitung von Warmespannungen 
im viskoelastischen Raum 


A. Warmeschock auf der Oberflache 
des viskoelastischen Halbraumes 


Das Problem der Ausbreitung von Spannungen, die durch plotzliche Erwarmung 
der den elastischen Halbraum begrenzenden Ebene hervorgerufen werden, ist von 
W. I. Danilowskaya! fiir ein vollkommen elastisches Medium gelést worden. 

Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen 7’ (0,t) = Ty H(t) sowie der 
Anfangsbedingung 7’ (x,,0) = 0 kénnen wir die Laplacesche Transformation der 
Temperatur durch die Formel 


T = —-. e~*1 pix > vy = 0) (3.1) 


ausdriicken. 


Die Funktion ® bestimmen wir aus der Formel (2.24). Nach Durchfiihrung der 
vorgeschriebenen Integration haben wir 


— Tym = - 

sad) | pe ret ieee — & V [es 2 p= piot r Q¢ 
DD = Ee aes [e- 1! P ee) 5, ee O: (3.2) 
Zu demselben Ergebnis gelangen wir, wenn wir uns der Formel (2.33) bedienen. 


Bei dem erorterten Problem sind lediglich die Verschiebung wu, sowie die Normal- 
spannungen von Null verschieden, wobei nach (2.10) 


Oy = pre ©, Gy. = Gy, = 24 D,, +1, —pT =2emMT + Aorp? ©, (3.3) 
Bestimmen wir nun die Warmespannungen im Biotschen viskoelastischen Kérper. 


Die in den Beziehungen (1.11) erscheinenden Funktionen a (t), b () nehmen wir in 
Form einer exponentionellen Abhangigkeit an 


ab) Sp gem DiS Ae a (3.4) 


Die Annahme derselben Relaxationszeit e—! fiir beide Funktionen, welche die rheo- 
logischen Kigenschaften eines Mediums charakterisiert, ist gleichbedeutend mit der 
Annahme eines von der Zeit unabhingigen Poissonschen Koeffizienten >. 


me W. I. Danilowskaya: ,,Wiarmespannungen im elastischen Halbraum, verursacht durch 
plétzliche Erwirmung der Oberfliche (russisch), Prikl. Mat. i. Mech. 9,2 (1950). 
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In Ubereinstimmung mit den Formeln (1.13) ist 


=e Pp Ge Pp 
Pea ain ot Oi Ae eta (3.5) 
und ferner 


Sl Ae a Yo = (8 Ay + 2 My) &, 


mM = ™M = Yo %7/0. 


(3.6) 


1 
See Oe Ue 0. 
% Oy 


Fiihren wir auf Grund des Ausdrucks (3.6) eine inverse Laplace-Transformation 
durch und setzen die Bezeichnungen ein 


Xy t 
Wier ien = ae es Oye (3.7) 
so erhalten wir 
J 1, Mz 0 
Oy (6,734) = — mt atten te 0) 04 (G 7; @) | (3.8) 
wo 
rs 1 i—ay| et Viz c ar Vite ¢ hens? 
f(t, 7; 4) = se erfe|7=— t (1 —a) | 4 &Vi-eerfe aes t (1 — a) 
Ro) Se et (3) H(t —f) + (3,9) 


a Es 
su Bs by (7 — ¢) dn 
Vn? — 


a 
od ——4(1—a/2) 
+o5 | e 
0 


Die verbliebenen Spannungen sind durch die Formeln gegeben. 


2 
Ay % 


O22 = O33 = — 2 My My Vo Jalota) GRE O11 (3.10) 


fe (C, t3 &) = é 5 leer erfc E a —i |) + 
: ‘ (3.11) 
= a we 
+ eit Va erfe Gig +4 \=7)] 


Die zeitliche Veranderlichkeit der Spannung o,, ist fiir t < ¢, (¢ < 2%) durch 
die Funktion f, (£, 7; «) und fiir t > ¢ durch beide Funktionen f,, g, charakterisiert. 
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Die Funktion f, (¢,7;«) hat einen diffusen Charakter, die Funktion g, (¢, 7; ) 
den Charakter einer Langswelle, deren Front sich mit der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit c = 1/0, bewegt. 

Fiir t = ¢ erhalten wir einen Sprung in der Spannung von endlichem Werte 


T, Mm, 0 ay 
ogi bee) ge = (3.12) 


der sich sowohl’mit dem Parameter « als auch mit der Entfernung ¢ verringert. 

Fiir einen linear-elastischen Korper (« —> 0) ist dieser Sprung eine konstante GroBe. 
Nach Passieren der Langswelle durch den Querschnitt ¢ verringert sich die Spannung 
in diesem Querschnitt schnell und strebt nach Null. 


Man beachte weiter, daf fiir x, = 0 


O74 = 0, Om Sigg = — Bey Ty OS (3.13) 
ist. 

Die Druckspannungen 09), 03; sind von « und t abhangig. Fiir t = 0 nehmen sie 
den konstanten Wert — 2 uw, m, 7, zu, den wir im Falle eines vollkommen elastischen 
Korpers fiir t + 0 erhalten. 

Wenn auf dem Rande x, = 0 eines viskoelastischen Halbraumes die Temperatur 
T (0, t) = T, cos o t vorgeschrieben wird, so ist das Temperaturfeld durch die Funktion 


T (1, t) =T, Re[ém—a View] 2, >0 (3.14) 
gegeben. 
Wir berechnen ferner die Funktion ®, indem wir uns der Formel (2.41) bedienen 
~ m LIM —— Saas 
@ = —— [e481 a 1: (3.15) 


(iw)? g2—iw/x 


Fiir den Biotschen Kérper erhalten wir unter Voraussetzung der Beziehungen (3.4) 


~ ae l ~ F 1 
ut (iw) = eC aia =a ares A, (im) AG Pai 
0 
m=mn,, oF =a," iad 3 (3.16) 


Die Normalspannung o,, erhalten wir aus der Formel 


O41 (a, t) = Re [9 e (iw)? O] 


Wipiy 0 ren 2 eicaaa |) (3.17) 


a (a0) elut —2 
= sree dee : ee 
9 lio =p 


Die verbliebenen Normalspannungen sind durch die Formel 


A : mabe IESE 
Ooo = Oe0 = 9 % rN) SARE: sli OS iat —2, \iw/x 
22 33 Q 11 —— = Mp fg 49 ato ‘ (3.18) 


gegeben. 
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B. Spannungsausbreitung, die in einem viskoelastischen 
Raum durch eine kontinuierliche Flichenwairmequelle 
hervorgorufen wird 


Mége in der Ebene x, = 0 die kontinuierliche Warmequelle Q (ayy ft) QO, 0.) 
H (t) wirksam sein. Die Laplace-Transformation des Temperaturfeldes hat hier die 
Form 


Fre VOR. hg eth (3.19) 


Ferner bestimmen wir die Funktion p? ®, indem wir uns der Formel (2.33) bedienen. 


Piet ca eam ty kegels ree 
hte ee | Vpix po | Soe 


Fiir den viskoelastischen Biotschen Korper erhalten wir 


Se Baesetis Gemee _[Y/% pntas_ alo 
LS ae — Sri ee LG ey eee ES 3.21 
= po® 2x oy? (p — B) p © 0 Vp (p + €) ( ) 


Nach Durchfiihrung der Riicktransformation auf Grund obiger Gleichung und 
Einfiihrung der Bezeichnungen (3.7), finden wir, daB 


My Qo @ 


Oy, 5 9) = ——9 [ie C7 @) — OG Tt; 2) (3.22) 
wo 
¥ (f,t; a) = es et (1—2) Page erfe | se xo |< —a)} = 
— et Vi—« erfc (, = + \/z (1 — 2) (3.23) 


g (0,754) = G9 rent (:— 3) Ty ts Vn? — 2) dy. H (r—2). 
F 
Die Spannungen o,., 633, werden durch die Formel ausgedriickt 


2 
hoaGies 


O22 = D3, = — Mp Mo Qo % Fs (F, 73 &) + O11, (3.24) 
wo 
fat | Ve Ra aap Nees ey eal li (a 
fit, ti e-= ie E Ve erfe tay +4 |} € erfc (, Vz v \a)| . (3.25) 


C. Spannungsausbreitung, die in eincm viskoelastischen Raum 
durch eine konzentrierte kontinuierliche Wirmequelle 
hervorgerufen wird 


Es mége im Ursprung des Koordinatensystems eine konzentrierte kontinuierliche 
Warmequelle Q (R, t) = Q) 6 (#) H (t) wirksam sein. Nach EKinsetzen der Temperatur- 
transformierten 
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(i (Ry p) = it ro ears Yee illegal pi 2 (3.26) 


in die Formel (2.33) erhalten wir 


Ciesinse es ieok ie ea (3.27) 
4a Rp (p? o® — p/x) 


Die Spannungstransformierten sind durch die Formeln 


Ore = —4u t iat Op + op? @ (3.28) 
Gop = Goo = —2u(D,pR + R- Dr) +0 p> P= 
bee nd 2 be ES ee ~ 

= —= 5 ORR — 2} tae oe op? ®D. (3.29) 


gegeben. 

Es ist zu ersehen, daB fiir die Bestimmung der Spannungen die Kenntnis der 
Funktionen p? © sowie yu pz geniigt. 

Fiir den Biotschen viskoelastischen K6rper ist 


2D Ht — RY pix SANGO 1 
p? @D ae ee e 7 (e RI p/ ae) Roo \ p(p+ De decor ee (3.30) 
“1 Apy [e-RVeR1 4+ RVplx) eRe r+ (1 + RoyVp (p + &) 
Ais g UN ei as = : D ay 
, R? p (p — B) (p + €) ip a0) oe 
Qs 15 
4m x0," 


Ae (3.31) 


Wenn wir (3.30) und (3.31) in (3.28) einsetzen und die Riicktransformation vor- 
nehmen sowie die Bezeichnungen (3.7) einfiihren, erhalten wir 


Q Mo Mo 


1 
REACH ESIC) =a eta [ah Fs 9. + Gs). + 


a, : aaa fs Ge Ose fa ede Ja) AO, —a) | B= 


Ay + 2 Mo 
MN 
Mo 


Hier sind die Funktionen /, (¢, 7; «) und g, (¢, t; «) durch die Formeln (3.9), die 
Funktionen f, (¢ t; «) durch die Formel (3.11) gegeben, wahrend die Funktionen /, 
(¢,t; «) und f; (¢, 7; «) durch die Formeln (3.23) und (3.25) ausgedriickt sind. 

Weiter ist 


Tg (on Bs ine erie Ga 
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T 


_ ae age. I, (5 Vn? mae @| 
g(ttie) =e *H— +S fet 2) ay —aydn, 
Vn? — 0 
0 
(1—a)t—n (1- 3) 4 -£ a's oe 
g(t, 730) = fe 1 [$a — c| Gg ce, (3.33) 


0 


Im Querschnitt ¢ = const. und fiir den Augenblick + = ¢ erhalten wir einen 
Spannungssprung o,, von der GriéBe 


orR (¢,t + ; a) — ore (6, tT — 3 x) = ——; ee (3.34) 


Dieser Sprung verringert sich mit der Entfernung £ sowie mit der Zunahme des 
Parameters «. 

Fiir einen linear-elastischen Kérper (« — 0) ist dieser Sprung umgekehrt propor- 
tional zu €. 

Die verbliebenen Normalspannungen bestimmen wir aus der Formel (3.29). Nach 
Durchfiihrung der Riicktransformation erhalten wir 


1 Qo Ho M 
Suaisr 628. = Se CR a rocn bolls (6. t)%) | 
3 Ay + 2 Mo 
+ 9 (fi (2, 3 %) —gi (6, t5 «)], % = 4% [lp (3.35) 


Wenn in den Ausdriicken (3.32), (3.35) Grenziibergange « +0 vorgenommen 
werden, so erhalten wir die bekannten Bezeichnungen fiir die Spannungen eines voll- 
kommen elastischen Kérpers. So nimmt beispielsweise die Spannung ope (¢, T; «) 
die Form an 


0 0 0 1 Pets 
ona (t, ¢,0)=— ees {oer |(L +e +8 te a 
= t oo) eé be utiditeb lees: 
-erfe( >= —Vr +(1—f6+4+ 06?) & erfe ieee T 


igh aa a 
—(142—F2| erfe 2 > ¢|/- e 4 — 


er eye 1) A ah. (3.36) 
Die in diesem Abschnitt dargestellten Lésungen beziehen sich auf den Biotschen 
viskoelastischen Korper. Die Anwendung dieses Modells gestattete die Erzielung von 
Ergebnissen, die fiir eine Diskussion geeignet sind. Das ergibt sich aus seiner Sonder- 
eigenschaft, namentlich aus der Annahme, dafi die GroBe » konstant ist. 
Fiir das Maxwellsche Modell, besonders aber fiir das Kelvinsche Modell erhalt man 
Resultate von einer verhaltnismaGBig komplizierteren Struktur. 


(Hingegangen am 3. Oktober 1960) 
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Nichthomogenitats-Probleme 
im elastischen und vorplastischen Bereich 


Von W. Olszak und J. Rychlewski, Warschau 
Mit 5 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Gleichgewichtsprobleme in inhomogenen Medien werden nach einer 
,umgekehrten Methode“ untersucht: Es werden im voraus gegebene Spannungsfelder betrachtet 
und die zugehérige Inhomogenitatsverteilung ermittelt. Damit lassen sich Schliisse auf den 
Zusammenhang zwischen der Veranderlichkeit der elastischen Eigenschaften und dem Spannungs- 
zustand ziehen und solche Verteilungen der elastischen Kenngré8en angeben, die zu gewiinschten 
Spannungsfeldern ftihren. 


In der vorliegenden Arbeit werden Gleichgewichtsprobleme eines deformierbaren 
Mediums untersucht, dessen elastische EHigenschaften von Punkt zu Punkt ver- 
anderlich sind. Ein solches Medium wird als elastisch nichthomogen bezeichnet?. 
Die sonstigen Voraussetzungen sind diejenigen der klassischen (linearen) Elastizitats- 
theorie. Die Elastizitatstheorie des nichthomogenen Mediums besitzt bereits ihre 
eigene, wenn auch nicht zu weit ausgebaute Literatur, auf deren Besprechung hier 
iibrigens nicht naher eingegangen wird. Nur beispielsweise sollen etwa die Arbeiten 
von S. G. Michlin®*5*, D. I. Scherman!!* Jb. Ue J Nowinski und S. Turski™”, 
W. Olszak % % J. Golecki!, Z. Kaczkowski’, P. P. Teodorescu und M. Prede- 
leanu™ >, genannt werden. 

Es ist durchaus einleuchtend, da die Beriicksichtigung der nichthomogenen 
EKigenschaften eines Mediums sogar die einfachsten Aufgaben der Elastizitatstheorie 
merklich erschweren muB. In der Tat nehmen z. B. die Laméschen oder die 
Beltrami-Michelschen Grundgleichungen in einem derartigen Fall eine iiberaus 
schwierige Form an ”, was die Notwendigkeit der Heranziehung von komplizierten 
mathematischen Hilfsmitteln nach sich zieht. Fiir das ebene Problem hat, wie es 
scheint, D. I. Scherman die bisher wohl allgemeinste Behandlungsweise vorgeschla- 
gen™'. Konkrete Aufgaben wurden nur ganz vereinzelt gelést, vorwiegend fiir lineare 
und exponentielle Nichthomogenitatstypen. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Anwendung einer ,,umgekehrten“ Methode 
vorgeschlagen: die Ermittlung der Nichthomogenitit (strenger: entsprechender 
Klassen der Nichthomogenitat) fiir im voraus gegebene Spannungsfelder. 

Ein derartiges Vorgehen hat zweierlei Aspekte. Erstens gestattet es, verhaltnis- 
mafig einfach eine Reihe von Lésungen zu erzielen, wobei gleichzeitig gewisse Schliisse 
tiber den Kinflu8 der Veranderlichkeit der elastischen Eigenschaften auf den Spannungs- 
zustand gezogen werden kénnen. Zweitens kénnen aber auch diejenigen Verteilungen 
der elastischen Kenngré8en ermittelt werden, die das Zustandekommen von vorn- 
herein geforderten und von bestimmten Gesichtspunkten aus bequemen oder interes- 
santen Spannungsfeldern sichern. 

Ks mag noch hinzugefiigt werden, daf man ebenfalls gemischte semi-inverse 
(,,halb-umgekehrte“‘) Verfahren vorschlagen kann, bei denen gewisse Elemente, die 
das Spannungsfeld, sowie andere, die das Nichthomogenitatsfeld bestimmen, gesucht 
werden. 


1. Ein elementares Beispiel 


Das uns hauptsachlich interessierende Problem wird das ebene Elastizitatsproblem 
sein; bevor jedoch dasselbe in seiner allgemeinen Fassung formuliert wird, mag ein 
elementares Beispiel, und zwar jenes einer dickwandigen Kugelschale untersucht 
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werden. Dies soll eine Art Einfiihrung bilden, wobei jedoch gleich vorweggenommen 
werden soll, da8 darin bei weitem nicht alle spaiter angetroffenen Motive und Elemente 
zu finden sein werden. ) 

1.1. Hs soll also eine dickwandige Kugel, die der Einwirkung eines Innendruckes p 
ausgesetzt ist, untersucht werden. Die elastische Nichthomogenitiat dieser Kugel mége 
auf die Veranderlichkeit ihres Elastizitatsmoduls H entlang des Radius zuriickgefiihrt 
werden. Die Erfassung der damit verbundenen Erscheinungen erméglichen die nach- 
stehenden Grundgleichungen; es sind dies die Gleichungen* 


der Statik Or,¢ + (0, — 9%) =9, Gp = Oy, Oy9 = Oey = Oy = 0; (1.1) 
: 1 1 
der Geometrie Ep = Ue Ep = Uy Ege + (€p — &) = 0; (1.2) 
&, = M (co, — 27 0,), 1 
der Elastizitat | jf (cr °) M=7. (1.3) 
| «, = Mo, (1 —») —¥0,]; 


Die Randbedingungen werden in Spannungen definiert: 


a6. So = ba 0, (1.4) 


r 


Wir formulieren nunmehr das folgende Problem: 

Es sei ein Spannungszustand gegeben, der die Gleichgewichtsgleichung sowie die 
Randbedingungen befriedigt (ein ,,statisch zulassiges‘‘ Spannungsfeld). 

Ks sollen diejenigen Funktionen M ermittelt werden, welche das tatsachliche 
Zustandekommen eines derartigen Zustandes herbeifiihren (den geometrischen Zu- 
sammenhang des Ko6rpers sicherstellen). 

Werden die Beziehungen (1.3) in die Kompatibilitatsbedingung (1.2) eingesetzt, 
dann erhalten wir 


My, [oe (1 =») = 9 9,] + M| 05,19) — 9p + A+ (4-3) |= 0. (1.5) 


Diese Gleichung bestimmt gerade die gesuchte Klasse der Nichthomogenitats- 
funktion. Es mag erwahnt werden, da jede Losung dieser Gleichung, die dem physi- 
kalischen Sinn der Funktion M nicht widerspricht, fiir uns annehmbar ist, denn wir 
schreiben fiir M keinerlei Randbedingungen vor. 


Nach Integration finden wir 


1 vee 
In| M| = —In|o, (1 —») —90,|—5 + ») fo es + C. (1.6) 


1 — v) — vo, 
1.2. Als erstes statisch zulassiges Spannungsfeld ziehen wir die Losung fiir eine 
homogene dickwandige Kugelschale heran: 
~ b3 s Ge x a: 
o, =B(1—F) o =P(1+ 553) = Par os * (1.7) 
Gehen wir damit in die Gl. (1.5) ein, dann stellen wir fest, daB die einzige Lésung 
M = const 
lautet. 


* In der vorliegenden Arbeit wird die Differentiation durch Angabe der entsprechenden Ver- 
anderlichen hinter einem Beistrich bezeichnet. Die Summationskonvention wird nicht verwendet. 
(Ausnahme: Anmerkung* von 8. 136.) 

9* 
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Daraus folgt der SchluB, daB in einer Kugel kein Nichthomogenitatsfeld zu dem- 
selben Spannungszustand fiihren kann, der in einer homogenen Kugel herrscht. Diese 
Folgerung kann keineswegs als selbstverstaéndlich angesehen werden und ihre Verall- 
gemeinerung ware entschieden als voreilig zu bezeichnen. Im Gegenteil, im ebenen 
Problem, wie wir es bald sehen werden, wird der Sachverhalt in der Regel ganz anders 
liegen; dort werden naimlich ganze umfangreiche Klassen von Nichthomogenitats- 
funktionen existieren, die einem Spannungszustand zugeordnet sind, der derselbe ist, 
wie in einem homogenen Korper. 

1.3. Untersuchen wir nunmehr ein statisch zuldssiges Spannungsfeld, das das 
Postulat der Unveranderlichkeit der zweiten Invariante erfiillt 


Jn == (ley — oh" + (sa)? > (2a oa). (1.8) 


Ein Feld dieser Art kann als Feld gleichmaBiger Anstrengung des Materials ange- 
sehen werden, wenn wir uns auf den Standpunkt der Giiltigkeit der v. Misesschen 
Plastizitatsbedingung 

iy Me 
stellen. 

Es ist leicht festzustellen, da8 in unserem elementaren Beispiel sich nur ein einziges 
Feld von dieser geforderten Eigenschaft verwirklichen la8t (was aber im allgemeinen 
durchaus nicht der Fall ist) und zwar 


p b 
Genre eae | 
no r 
. : ; : (1.9) 
99 = ile pe a=}, Reet: 
Da 
i 
1; (ene (1.10) 


sO erreicht die Kugel gleichzeitig tiberall den kritischen Zustand (iibergeht also z. B. 
in den plastischen Zustand; man konnte sie deshalb etwa ,,isoplastisch“‘ nennen); 
es ist dabei 


p=20,Ina, o,= 3k. 


Finden wir nun jene Nichthomogenitét, die diesem Spannungsfeld entspricht. 
Indem wir (1.9) in (1.6) einsetzen, erhalten wir 


bai on i= 


1 
|f|=|My| - | 1—] mn > pedi kein (1.11) 


Auf Grund von physikalischen Erwigungen miissen wir verlangen, daB M > 0 in 
(a,b). Der Punkt, in welchem M = 0, ist gegeben durch 


f = Geer 
demzufolge miissen wir verlangen 
be-"<a oder be-"> 5b, 
was in Anbetracht von 7 > 0 die folgende einschriinkende Bedingung ergibt 


Oh SNe, (1.12) 


— 
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Die gesuchte Nichthomogenitat erhilt man schlieBlich in der Form 
1 b) 34 
H=#,- {1—— inh” (1.13) 


; Von Interesse scheint hier der inkompressible Kérper zu sein; die entsprechende 
Lésung erhalt man, indem der Ubergang » + % vorgenommen wird: 


ng — 3ln — 
J 1 b ine a —sin2 a 
E = E, lim anne 7 = K€ ey ee (1.14) 


nN r ; bs 


Diese Lésung fiihrt zu derjenigen, die bereits in den Arbeiten von W. Olszak 
und W. Urbanowski!® angegeben wurde. 
Der zweite Grenzfall fiir » — 0 fiihrt auf 


r 


b )3/2 
B= 2, {1—2in —\"" (1.15) 


Die entsprechenden Ergebnisse sind in Abb. 1 graphisch dargestellt. 


& 
5 Sy 4 
y- 
0 o 0 b 
Abb. 1. Abb. 2. 


Es ist interessant festzustellen, daB ein qualitativer Unterschied zwischen einer 
nichtkompressiblen und einer kompressiblen Kugel besteht. Jede Kugel aus unzu- 
sammendriickbarem Material kann als eine Kugel gleicher Anstrengung im v. 
Misesschen Sinne projektiert werden, wohingegen zusammendriickbare Kugeln nur 
dann Kugeln gleicher Anstrengung sein kénnen, wenn sie ausreichend ,,diinn™ sind 
(Bedingung (1.12)). Erst Kugeln mit « < /e kénnen diese Forderung (nach gleicher 
Anstrengung) bei beliebigem Wert fiir y» erfiillen. 

Ebenso leicht laBt sich eine derartige Verteilung von H finden, fiir die die ent- 
scheidende Spannung o, konstant bleibt. Das einzige statisch zulaissige Feld, das 
diese Bedingung erfiillt, ist gegeben durch 


3 b2 qi Ps a? (1.16) 
o, = —b| zr — 1} Pp=p b2 Bi 6 | 
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Nach Einsetzen dieser Ausdriicke (1.6) erhalten wir 


1--¥» Lg aay, 


o | Fie a rei 


r2 


m b2 72D 
wo E,, H, beliebige Konstanten bedeuten. 


Die oben schon erwahnten Grenzfalle sind leicht zu finden; sie lauten 


hey aE, se (1.18) 
1—2» 2 i eee 
eit » bay a mac a 
bae= Bin (ies B] "PP aa 
(1.19) 


Die entsprechenden Diagramme sind in Abb. 2 dargestellt. 


2. Grundgleichung des ebenen Problems 


Wir betrachten das ebene Problem eines elastisch nichthomogenen K6rpers unter 
der Annahme der Einwirkung von duferen Belastungen mit gleichzeitiger Beriick- 
sichtigung des Auftretens von Massenkraften und der Einwirkung eines veranderlichen 
Temperaturfeldes. 


Die elastischen Eigenschaften des isotopen Korpers in einem Punkt kénnen be- 
kanntlich durch zwei voneinander unabhangige Kenngrofen festgelegt werden. Fiir 
diese Zwecke kann je ein Paar der nachfolgenden GroBen herangezogen werden: 
G (Gestaltungsindersmodul), A (Volumsaénderungsmodul), # (Youngscher Elasti- 
zitatsmodul), »v (Poissonsche Querdrehungszahl). 

Wir nehmen an, daf die beiden passend gewahlten Moduli von den Koordinaten 
des betrachteten Punktes P abhangen, so daf also die elastische Nichthomogenitat 
durch zwei unabhangige Funktionen charakterisiert wird. Setzen wir noch hinzu, 
da die Nichthomogenitaét sowohl als ,,angeboren‘, als auch auBerdem als mit dem 
Temperaturfeld im Zusammenhang stehend auftreten kann, wie etwa 


G = @ [4,927 7 eae ek 


Die Grundgleichungen haben bekanntlich die Form: 


Cue Ony,y + X = 0, 
Statik (2.1) 
Oxy, ax “- Oyy,y + Y= 0; 
Een = M (Gyn, —¥ Oy) HEra- T, 
Hookesches Gesetz Ey = M (Gy —P Oy) Hera. T, (2.2) 
— : a | 
| Vey = M (1 + 7) o,,, Mo sy 


Kompatibilitatsbedingung 


Eve, vy + Eyy, eg — 2 Vay, ay = 9, (2.3) 


Nichthomogenitiits-Probleme im elastischen und vorplastischen Bereich 135 


Diese Gleichungen sind fiir die zwei hier méglichen Varianten zutreffend, und zwar 
fiir den ebenen Spannungszustand (e Sz), beziehungsweise fiir den ebenen Form- 
anderungszustand (e Fz), wobei im Einklang mit unserem fritheren Vorschlag™. 


= H “ s 
fiir (e F 2) z= >—., y=>—, Real hp)s (2.4) 
BE 


fiir (e S z) 


| 
& 
2! 


=», e= 1. (2,5) 


Wir leiten nunmehr die grundlegende Gleichung des betrachteten Problems ab; 
diese ersetzt die biharmonische Gleichung, die bekanntlich den ebenen Fall des homo- 
genen Kérpers beherrscht. Wenn das Hookesche Gesetz in die Kompatibilitatsbedin- 
gung eingesetzt wird, erhalten wir 


(a Gok “— (M ia) cis —2 (M Govhen aay [(M y Ciehing oe (M v Ca) cs © 
+ (2M Vom), w] +V2(en T) =0. (2.6) 


Nach Durchfiihrung der Differentiationen der Produkte und nach gleichzeitiger 
Elimination der Ableitungen von o,,, die durch Heranziehung der Gleichgewichts- 
gleichung vorgenommen wird, kommen wir nach laingeren Umformungen zu dem 
nachstehenden Resultat 


V2 [M (Gy + yy)] — Nyy Oy + Noe Grn + 2 Nay Sry] + N (Xp + Y,y) + 
+a xX +N, Y) + V%(¢a 7) = 0, (2.7) 
worin 


(2.8) 


Diese Gleichung entspricht dem allgemeinsten Fall der Nichthomogenitaét, wenn 
beide Elastizitatsmoduli von der Lage des betrachteten Punktes und der Temperatur 
abhingen, wobei gleichzeitig beliebige Massenkrafte auftreten kénnen. Wenn diese 
Massenkrafte ein Potential besitzen 


X = — U,,, Koei py (2.9) 
dann werden die Gleichgewichtsgleichungen bekanntlich identisch erfillt, wenn 

Cx = 2iy + U, 

Gye = Gig es (2.10) 

Cate 


Die Gleichung (2.7) nimmt in diesem Fall die Gestalt an 


V2 (MV? 2+ (2M —N) Te Ne ae a hie cage OLN gy 2, cn] = 
= 0. (27EP) 


Der einfachere Fall, der Massenkrafte und Temperatureinwirkung tibergeht, wurde 
von 8.G. Michlin behandelt**. Seine auf etwas weniger einfache Art abgeleitete Grund- 
gleichung des Problems geht aus der unserigen durch Streichung jener Glieder hervor, 
die X, Y und 7 enthalten. 
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Sind die Funktionen V, M, U, T gegeben, so kann (2.11) als die verallgemeinerte 
Gleichung fiir die Airysche Spannungsfunktion 2 angesehen werden. Die Bestimmung 
des Spannungszustandes verlangt daher die Losung des entsprechenden Randwert- 
problems fiir diese Gleichung. Die Schwierigkeit dieser Aufgabenstellung ist offenbar 
und bei weitem gréfer, als diejenige, mit der wir es im Fall eines homogenen Korpers 
za tun haben. 

Eine bedeutende Vereinfachung wird erzielt, wenn der reziproke Gestaltsinderungs- 
modul konstant oder von den Koordinaten linear abhangig ist: 


N =a, +4,% + Gy. (2.12) 


Alsdann finden wir sofort 
V2?(MV2Q+(2M—N)U+eaT]=0. (2.13) 


Die Betrachtung der verallgemeinerten Airyschen Gleichung (2.11) mit der gleich- 
zeitigen Annahme von U = 7'=0 gestattet die interessante Feststellung, da der 
M. Lévysche Satz iiber die Unabhangigkeit der Airyschen Spannungsfunktion von 
den elastischen Eigenschaften des Kérpers (mit Randbedingungen ausgedriickt in 
Kraften), die bekanntlich spannungsoptische Untersuchungsmethoden grundsatzlich 
erméglicht, seine Giiltigkeit verliert. Bei der Suche nach einer Verallgemeinerung des 
Lévyschen Satzes wird folgende Frage aktuell: Mége dasselbe ebene Problem mit den 
auf den Randern gegebenen Kraften fiir zwei elastisch nichthomogene Korper vor- 
liegen; welche Beziehungen miissen zwischen den Nichthomogenitatsfunktionen der 
zwei Korper bestehen, damit die Airyschen Spannungsfunktionen identisch werden ? 
Die Antwort lautet: beide Paare der Nichthomogenitatsfunktionen (z. B. M,, N, und 
M,, N,) miissen die Gleichung (2.11) befriedigen, wobei die Funktion 2 gegeben ist. 
Auf diese Weise sind wir gleichsam auf natiirliche Art zu dem ,,umgekehrten“ Problem 
gelangt; dieses soll nunmehr weiterhin Gegenstand unserer allgemeinen Betrach- 
tungen sein. 


3. Die Formulierung des umgekehrten Problems 


3.1. Im weiteren Verlauf wird uns im besonderen Mafe ein Sonderfall elastischer 
Nichthomogenitat interessieren, und zwar derjenige, der gegeben ist durch 


E=E (x,y),  ¥v = const. (3.1) 
k 


Die Grundgleichung (2.7) kann fiir diesen Fall nunmehr in der Form 


Me, {o 


9X 


‘vy — ¥ Cex | 2. Note - 2(1 +) Oxy + My [Fn — ? Oy] + 
4M 2 [Gee + Oy), + + 9) X] OY 20 G a eee 
+ M [V? (Ge, + oy) + (1 +>) (X,, + ¥,,)]) +8727 7) =0 (3.2) 


hingeschrieben werden. 

Die Gleichung (3.2) wird weiterhin als jene Gleichung behandelt, aus der die Funk- 
tion M bestimmt werden soll. 

Derart gelangen wir weiterhin zu der folgenden Formulierung des umgekehrten 
Problems: 

Ks sei ein statisch zulassiges Spannungsfeld* in einem Medium gegeben, das sich 


* Unter einem statisch zulissigen Spannungsfeld verstehen wir ein Feld o,;, das die 
Gleichgewichtsgleichungen o,;,; + X; = 0 und die 
Randbedingungen ol; = T; befriedigt. 
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unter der Kinwirkung der auf dem Rande angreifenden Kriifte**, der Massenkrafte 
und des Temperaturfeldes befindet; 


es soll die Klasse jener Funktionen M gefunden werden, fiir welche das obige 
Spannungsfeld tatsachlich zutreffen wird. 
Der physikalische Sinn der Gleichung (3.2), welcher einer derart ausgesprochenen For- 


mulierung des obigen umgekehrten Problems entspricht, beruht darauf, daB M so be- 
schaffen sein muf, da der geometrische Zusammenhang des Korpers erhalten bleibt. 

Damit weiterhin die Lésung des obigen Problems einen physikalischen Sinn habe, 
miissen wir aus der Klasse der formalen Lésungen der Gleichung (3.2) diejenigen 
wahlen, die folgende Bedingungen erfiillen: 


1. M>0Oim abgeschlossenen Gebiet D, das von dem Kérper eingenommen wird; 
2. M+ oc, M +0, mips 


3. M muB in D hinreichend klein sein, damit die auftretenden Formanderungen 
und Verschiebungen als klein angesehen werden kénnen, so da8 wir nicht aus dem 
Rahmen der linearen Elastizititstheorie hinauszugehen brauchen. 


Ks sind fiir uns folglich jene Klassen von Lésungen der linearen nichthomogenen 
partiellen Gleichungen zweiter Ordnung (mit verinderlichen Koeffizienten) von 
Interesse, die den Bedingungen 1 bis 3 Geniige leisten. Diese Klasse kann u. U. leer 
sein (wie etwa im Beispiel der Kugel, Bedingung (1.12)), im allgemeinen enthalt sie 
aber unendlich viele Elemente. 

Wir haben es hier mit einem in den Anwendungen duBerst seltenen Fall zu tun, 
in welchem uns die Lésung des Randwertproblems fiir die partielle Gleichung nicht 


interessiert (wir schreiben ja keinerlei Randbedingungen fiir M vor), sondern die ge- 
samte Unterklasse der médglichen Lésungen. Deshalb wird es uns stets darum zu tun 
sein, eine ,,allzemeine Lésung® der Gleichung (3.2) zu finden, die durch beliebige 
Funktionen ausgedriickt wird. Es sei hier nebenbei bemerkt, daB uns in der Theorie 
der partiellen Gleichungen, die im Grunde genommen eine Theorie der Randwert- 
probleme von partiellen Gleichungen ist, solche Lésungen im allgemeinen kaum 
interessieren, da sie ja in der Regel fiir die Lésung von Randwertaufgaben nicht 
geeignet erscheinen (eine Ausnahme bildet wohl die d’Alembertsche Lésung des 
Saitenproblems). 

Bei der Formulierung des umgekehrten Problems war von dem statisch zulassigen 
Spannungsfeld die Rede. Fiir jede Aufgabe gibt es im allgemeinen unendlich viele 
derartige Spannungsfelder. Fiir jedes von ihnen kann die entsprechende Klasse der 


Funktionen M gesucht werden. Auf diesem Wege, den wir zusatzlich etwa dadurch 
noch modifizieren, da8 wir nur einen Teil der Elemente, die das Spannungsfeld 
bestimmen, als gegeben betrachten (wenn wir also beispielsweise seine Form bis auf 
gewisse noch freistehende charakteristische Eigenschaften voraussetzen), kénnen wir 
eine Reihe von Lésungen fiir einen Kérper mit elastischer Nichthomogenitét von 
der Art (3.1) erwarten. Dies mag freilich gewisse Intuition erfordern, kann dann 
aber in rechnerischer Hinsicht zu bedeutenden Vereinfachungen fiihren. 


**Man kann offensichtlich auch ein allgemeiner gefaBtes Problem betrachten, und zwar ein 
solches, fiir welches die Randbedingungen in Verschiebungen oder in gemischter Form gegeben 
sind. Dies fiihrt weiterhin jedoch im Rechnungsgang zu komplizierten Bedingungen in Integral- 
form fiir die Funktion M. Fiir Randbedingungen, die in Verschiebungen ausgedriickt sind, 
(méglicherweise auch fiir jene, die in gemischter Form vorliegen), ist es hequemer, das umgekehrte 
Problem in einer giinzlich verschiedenen Weise zu formulieren, und zwar in Anlehnung an die 
Laméschen Verschiebungsgleichungen, etwa in der Art, wie dies fiir einen elastisch nichthomogenen 
Kérper vom Typus (3.1) in der Arbeit’ gezeigt wurde. 
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In dem bereits angefiihrten elementaren Beispiel der dickwandigen Kugel haben 
wir aus der Klasse der statisch zulassigen Felder diejenigen gewahlt, die gewisse 
zusatzliche Forderungen erfiillten (wie etwa die Unveranderlichkeit der zweiten 
Invariante oder die Unverinderlichkeit einer der Hauptspannungen). In analoger 
Weise kann auch hier vorgegangen werden; ein solches Verfahren kénnte dann etwa 
als das Projektieren einer Konstruktion auf im vorhinein vorgegebene Spannungs- 
felder genannt werden. 

Wir werden weiterhin auf einige Méglichkeiten hinweisen, die, wie es scheint, 
besondere Aufmerksamkeit verdienen. 


1. Als statisch zuldssiges Spannungsfeld wird ein Feld angenommen, das einer 
entsprechenden Lésung fiir einen homogenen Kérper entnommen wurde. Wir gelan- 
gen derart zu Nichthomogenitatsklassen, fiir die der Unterschied zwischen der Losung 
fiir einen nichthomogenen und einen homogenen Kérper sich nur auf den Form- 
anderungs- und Verschiebungszustand beschrankt. 


2. Aus der Menge der statisch zulassigen Felder nehmen wir diejenigen, die das 
nachstehende Postulat erfiillen 


Js ih (x, y) in abe (3.3) 


worin f (x,y) eine gegebene Funktion bedeutet. 

Man kann insbesondere die Annahme J, = const in D treffen. Aus der Plastizitats- 
theorie ist es bekannt, daf es Felder von dieser Eigenschaft méglicherweise gar nicht 
gibt, es kann eventuell nur eines existieren (siehe Kugel), aber es kénnen ihrer auch 
mehrere geben. In den Beispielen fiir Felder mit diesen Eigenschaften konnen Spannungs- 
felder herangezogen werden, die jenen ahnlich sind, welche aus den Lésungen fiir einen 
ideal-plastischen Kérper bekannt sind. Es sei daran erinnert, da8 diese Lésungen fiir 
den ebenen Formanderungszustand (e F z) unter Voraussetzung von Inkompressibilitat 
erhalten wurden und da dieselben nur in einem derartigen Fall dem Postulat (3.3) 
Geniige leisten. 


3. Eine andere Moglichkeit bilden die statisch zulassigen Felder mit der folgenden 
Eigenschaft 


9G =—9' (zy) im D, (3.4) 
insbesondere 


J je : 
oq = const in D 


(, konjugierte‘‘ Nichthomogenitit nach °?: % 10), 


Die Frage des Vorhandenseins derartiger Felder bedarf in jedem konkreten Fall 
einer Diskussion. Die Suche nach Lésungen fiir M ist hier schwieriger, weil die Grund- 
gleichung fiir Mf nicht mehr linear ist (die Spannungen hiangen jetzt infolge des Postu- 
lates (3.4) von M ab). 

Die Zweckmafigkeit einer Untersuchung der erwihnten Méglichkeiten 2 und 3 


bedarf einer Erérterung. Wie bekannt, hat das v. Mises’sche Plastizitatskriterium 
die Form 


J Ks, (3.5) 
Als Mafi fiir die Materialanstrengung wird hier, wie ersichtlich, die gemittelte 


Schubspannung angenommen, wenn die physikalische Interpretation von J, nach 
W. W. Nowozhilow® akzeptiert wird, 
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M. T. Huber, als auch spaiter H. Hencky, haben als ein derartiges Ma eine 
andere GréBe vorgeschlagen, namlich die spezifische Gestaltsinderungsenergie : 


J," - 
Sane (3.6) 


Folglich kann als Funktion, die die plastischen Materialeigenschaften charak- 
terisiert, entweder k oder S* angenommen werden. Das Material wird derart durch 
insgesamt drei Funktionen beschrieben, also z. B. durch 


E, G, k oder E, G, 8. 


MOglich sind hier verschiedene Faille der elastischen und plastischen Nichthomo- 
genitat (vgl.®” °°). Wesentlich erscheint, da8 die Definition des plastisch nicht- 
homogenen Materials im Sinne von v. Mises und im Sinne von Huber-Hencky 
sich nur fiir Kérper mit G = const (nicht unbedingt H = const) decken. Fiir die von 
uns untersuchte elastische Nichthomogenitit (3.1) sind somit diese Definitionen von- 
einander verschieden. 

Daher handelt es sich bei den Feldern aus Punkt 2 mit 


Tee) Sere, y) in, “C= 41, (3.7) 


um Felder gleicher Anstrengung fiir ein elastisch und plastisch nichthomogenes 
Material im v. Misesschen Sinne. 
Analog reprasentieren die Felder aus Punkt 3 mit 


giz 4) = p> Sey) in DOS B25 (3.8) 


Felder gleicher Anstrengung fiir ein elastisch und plastisch nichthomogenes Material 
nach Huber-Hencky. 

Am Rande unseres Grundproblems diirfte es sich lohnen, hier einen interessanten 
Sachverhalt zu vermerken, der bereits auf die Plastizitatstheorie hiniibergreift. Moge 
ein elastisch nichthomogenes Material (G + const) vorliegen, das aber im v. Mises- 
schen Sinne plastisch homogen, dabei ideal plastisch ist. Moge gleichzeitig ein statisch 
zulassiges Feld gleicher Anstrengung vorliegen 


Jaman iD, 0 o < 1. (3.9) 


das jedoch von demjenigen, welches fiir einen ideal plastischen Koérper bei vélliger 
Plastizierung auftritt, abweicht. Aus der Grundgleichung finden wir diejenige Funktion 
M, die die Realisierung eines derartigen elastischen Zustandes gewahrleistet. Bei 
einer weiteren Zunahme der Belastung, (die mit einem Parameter proportional an- 
wachsen soll), gelangen wir schlieBlich zu « = 1, wobei dem so entstandenen plastischen 
Feld voraussetzungsgema8 kein Flie8mechanismus entspricht. Wie verhalt sich die 
Konstruktion weiterhin? Es scheint, daB (auf der Plastizitatsflache im Spannungs- 
raum dargestellt) eine neutrale Umgruppierung der o,, eintreten miBte, bis ein 
kinematisch méglicher Zustand erreicht wird. Kine ahnliche Frage kann fiir ein im 
Huber-Henckyschen Sinne plastisch homogenes Material aufgeworfen werden (wobei 
jedoch zu beachten bleibt, daB dieses im v. Misesschen Sinne nicht plastisch homogen 
zu sein braucht). 


* Wir gehen hier auf eine ausfiihrlichere physikalische Diskussion betreffend die Uberlegenheit 
des einen oder anderen Vorgehens nicht ni&her ein; es will uns vielmehr scheinen, daf diese Ange- 
legenheit noch zusitzlicher Untersuchungen bedarf. 
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Fir konkrete Konstruktionen und Belastungen kénnen auSer den Méglichkeiten 
1—3 auch andere Spannungsfelder von Interesse sein (vgl. etwa die Bedingung aus 
1.4 fiir die Kugel). 

3.2. Ahnlich wie unter Punkt 3.1 kann ein umgekehrtes Problem fiir andere Arten 
der elastischen Nichthomogenitat formuliert werden. Fir alle Falle mu8 jedoch die 
Form fiir eine der Funktionen, die die Nichthomogenitaét bestimmen, vorausgesetzt 
werden, denn wir verfiigen ja nur iiber eine einzige Gleichung. Wie ersichtlich, nimmt 
damit die Reichhaltigkeit der Moglichkeiten ungemein zu. 

Am einfachsten ist es, wenn die Nichthomogenitaét vom folgenden Typus ist 


M =M (x,y), N =a,+4,% + ayy. (3.10) 
Alsdann haben wir aus (2.7) fiir M (c,, + ¢,,) die Poissonsche Gleichung 
V2 (M (Gen + Oy)] =—W2(eaT) + N(X,,+ Y,,)+2(a,X +4, ¥)]. (3-11) 


Wenn die Massenkrafte ein Potential besitzen, dann erhalten wir aus (3.11) den 
folgenden Zusammenhang 


D (x,y) + NU—éeaT 
V7 2420 : 


M = (3.12) 
worin © eine beliebige harmonische Funktion in D bedeutet. Aus der auf diese Art 


bestimmten Klasse der Funktionen M wird nur diejenige Unterklasse in Erwagung 
gezogen, die die Bedingungen 1, 2, 3 erfiillt, sowie der folgenden Bedingung 4 geniigt: 


di 
(e S 2) a able ee 


SIE 


x N 
(e F 2) ee | 


Wir werden diesen und andere Falle nicht eingehender untersuchen, indem wir uns 
auf (3.1) beschranken. 


3.3. Es ist leicht ersichtlich, daB man auf ahnliche Weise auch Probleme, die nicht 
mehr eben sind, behandeln kann. Ein elementares Beispiel wurde in Punkt 1 erértert. 
Als interessant mag etwa noch erwahnt werden, daB im allgemeinen Fall eines drei- 
dimensionalen Korpers, fiir welchen die Randbedingungen in Spannungen ausgedriickt 
sind, der Reichtum an Funktionen, die die elastischen Nichthomogenititstypen fiir 
den gegebenen Spannungszustand bestimmen, verringert wird. In einem solchen Fall 
stehen uns namlich sechs Beltrami-Michellsche Gleichungen zur Verfiigung’, 
die zwei Nichthomogenitatsfunktionen bestimmen. Den Kern der Diskussion wird 
hier die Widerspruchslosigkeit dieses Systems bilden. 


4. Diskussion des Gleichungstypus (3.2) 


Fir statisch zulassige Spannungsfelder, die von M unabhangig sind, ist die Gleichung 
(3.2) eine lineare Gleichung zweiter Ordnung. Es soll nunmehr der Typus dieser Glei- 
chung untersucht werden, und zwar in Abhiangigkeit vom Feld o,,. 


Uber den Gleichungstypus (3.2) entscheidet das Zeichen der Diskriminante 
A= (1 T vy)? OF 3 ve (Oy ao! One) (ie =a Oyy) ial, (Fe ae Gey) “te (1 aig v) (ony cs 
— Foe Oyy)- (4.1) 
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Ks ist sofort ersichtlich, da8 fiir Gebiete, in denen 


sign o,,, + sign g,,,, 
die Gleichung (3.2) vom hyperbolischen Typus ist. 


Wir driicken nunmehr die Diskriminante durch Invarianten des Spannungs- 
zustandes aus 


1 
oe uy (Cu oF Oyy oe Ozz)s | 


: | (4.2) 


sig V6 [(Ong Oe) ans tO (on Scare .)]?. 


Der Rechnungsgang ist gesondert fiir die Zustande (e F z) und (e 8 z) vorzunehmen, 
denn in den Ausdriicken (4.2) tritt o,, auf. 
Fiir den ebenen Formianderungszustand (e F z) erhalten wir 


1 1—2y,r)\2 
4=a5|™ 3(- 5)" ot], (4.3) 


was man ebenfalls durch die Invarianten des Formanderungszustandes ¢, J" (ebenso 
definiert wie in (4.2)) ausdriicken kann. 


2H \2 
Fiir den ebenen Spannungszustand (e Sz) finden wir entsprechend 
1+ 8 j : 
A=(1+»)?.- | 73 aa ot | ; (4.5) 
l—v+ 
A = H*. | —3 wige 2 v)2 e| . (4.6) 


Fiir einen hydrostatischen Zustand o,, = 0, o,, = ¢,, ist die Gleichung vom ellip- 
tischen Typus. 

Fiir reinen Schub, o,,,=o,, = 0, ist die Gleichung vom hyperbolischen Typus. 

Im allgemeinen Fall eines beliebigen Spannungsfeldes werden wir im allgemeinen 
sowohl hyperbolische als auch elliptische Gebiete haben, die durch parabolische Linien 
getrennt sind. 

Wir schreiben die Gleichung der Charakteristiken fiir die Gleichung (3.2) in hyper- 
bolischen Gebieten. Wir erhalten 


d = (1 +9) c, A 
y _ ~ (+7) ow + V4 (4.7) 
dx Cy a= 0 One 
was man auch in der nachstehenden Form hinschreiben kann 
F DAs 9) Cae, Onn — Y Oyy 
2 ex! et BS) Se UN ae Ye 
y ei Oy, — ¥ Oxy Y ee Cyy — y Ox 0: eo 


Besonders interessant ist der Fall des ebenen Formanderungszustandes fiir ein 
inkompressibles Medium (vy = 1). 
Die Diskriminante betragt 
Ae Ptes 10: (4.9) 
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folglich ist die Gleichung (3.2) hier immer von hyperbolischem Typus. Die Gleichung 
der Charakteristiken nimmt die Form an 


4 Ony 


15; (4.10) 


On — Fyy 


was unmittelbar zu dem interessanten Schlu8 fiihrt, daB sich die Charakteristiken 
mit den Trajektorien der gré8ten Schubspannungen decken. 


5. Einige Lésungen in kartesischen Koordinaten 


5.1. Betrachten wir einen Korper, der am Rande durch einen konstanten 
Normaldruck p belastet ist; Massenkrafte sollen nicht vorhanden sein (Abb. 3a). 
Der hydrostatische Zustand bildet ein statisch zulissiges Spannungsfeld 


ry 


62, = 0, =, O,,== 0-in D. (5.1) 


WWE 


\ 


JSS 


SESS 


Abb. 3. 


Wir untersuchen, fiir welche funktionelle Veranderlichkeit des Moduls # dieser 
Zustand tatsichlich zutreffen wird. Die Gl. (3.2) hat die Form 


p(1—?)V2M +2V2(«T) =0; (5.2) 
daher 


wr € 
Lo Sree (5.3) 


worin ® eine beliebige harmonische Funktion in D ist. 


Beim Fehlen von Temperatureinflu8 oder wenn V?(«7') = 0 (also z. B. fiir 
« = const und quellenfreie Felder), kommen wir zu dem folgenden Ergebnis: in einem 
am Rande normal belasteten Kérper (Normaldruck ) wird der hydrostatische Zustand 
nur dann vorhanden sein, wenn JM eine harmonische Funktion ist. Aus dem Satz 
tiber max und min von harmonischen Funktionen geht hervor, da die Werte max 
und min von # auf die Kérperberandung entfallen miissen; wenn also in irgendwelchem 
inneren Punkt der Wert H# grofer oder kleiner als jeder der Randwerte sein wird, dann 
kann der hydrostatische Zustand nicht mehr realisiert werden und es treten zwangslaufig 
Schubspannungen auf. Aus dem Liouville’schen Satz und aus der Bedingung 2 fiir M 
ergibt sich die Unmdglichkeit des Vorhandenseins eines hydrostatischen Zustandes 


im unbegrenzten Gebiet (bei einem verianderlichen £). 
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Kine Ausnahme bildet wiederum der ebene Formanderungszustand (eFz) fiir 
einen inkompressiblen Korper. Die Gl. (5.2) ist fiir » = 1 fiir jede Funktion M erfiillt, 
so da8 also ein inkompressibles Medium [im (ef) Zustand] bei den obenangegebenen 
Bedingungen fiir beliebige Nichthomogenitaten von Typus (3.1) sich in einem hydro- 
statischen Zustande befinden wird. 


5.2. Moge der Korper so belastet sein, da das statisch zulissige Feld ein Feld 
reinen Schubes sei 


t= OU, €¢. = ¢ = 0 in” (5.4) 


(wie z. B. im Fall einer in zwei orthogonalen Richtungen durch die gleiche konti- 
nuierliche Belastung gezogene und gedriickte Scheibe, Abb. 3b). Die Grundgleichung 
nimmt (bei Voraussetzung von verschwindenden Massenkraften, da sonst ein der- 
artiger Zustand nicht méglich wire), die Form an 

€ 


1+» 


— 1 
Mes pas V? («7') = 0; (5.5) 


daher : 
Masa [free Nazdy t+se@ +o), (5.6) 


worin f und g beliebige Funktionen sind. Fiir /?(« 7')=0 muB also die Flache M eine 
Translationsflache in den Richtungen 2, y sein, damit ein reiner Schubzustand zutreffe. 
5.3. Nehmen wir den Fall des reinen Zuges (bzw. Druckes), wie auf Abb. 3c darge- 
stellt, an [X = Y = A? (aT) = 0]. , 
Kin statisch zulaissiges Spannungsfeld ist 


6 =) = const, “d= 0,, = On DP: (a) 
Die Gleichung 
—?M,,. + M,,, = 0 (b) 
hat die allgemeine Lésung 
‘is 1 
M=f(ly+nz)+g(y—nz2), oa ae (c) 
also z. B. M=A+ Bsinycosnx (d) 


(periodische Nichthomogenitat). 


Es ist interessant, daB z. B. fiir eine Nichthomogenitét von der Art 
M=Ax?4+ Bu?+Cx+D, A+0, (e) 


ein einachsiger Spannungszustand nicht mehr zutreffen kann (er ware mit der Kompa- 
tibilitatsbedingung im Widerspruch). 

5.4. Untersuchen wir weiterhin den Fall einer Biegung ohne Beriicksichtigung von 
Massenkraften und TemperatureinfluB (vgl. etwa Abb. 3d). 


Wir nehmen 


oe A, oO Cup = 0 in D, (5.7) 


yy — 


Die Grundgleichung hat die Gestalt 


—yy NM, + y UM, 12 M,, = 0. (5.8) 
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Wir finden die Charakteristiken 


Sn, y=tnx+A. (5.9) 
In den Koordinaten 
SPAN, Pp] =e (5.10) 


hat die Gleichung die kanonische Form 


(4 n) M sé M,; ae vee (5.11) 


Die allgemeine Lésung folgt hier aus dem ersten Schritt der Kaskadenmethode 
nach Laplace!*. Da die Invarianten Null werden, 


1 i 


ars eRe SSS TS Suey p12 


— 0, 
finden wir 
1 


f Mais rere (5.12) 


My,2 + a M,, worin My, = M 


Indem der Reihe nach zwei gewéhnliche Gleichungen erster Ordnung gelést werden, 
erhalt man ; 


[fy +na) +9 (y—nx)]. (5.13) 


Folglich wird der Zustand (5.7) fiir einen nichthomogenen Korper von einer durch 
(5.13) bestimmten Nichthomogenitat unter Erfiillung der Bedingungen 1) — 3) méglich 
sein. 

Die Bedingung 1) verlangt, dai 


fytna«z) +g(y—nzx) <0 fir y< 0in D, 


(5.14) 
fytnez)+g(y¥—nz) > 0 fiir y > 0 in D. 


Wenn die parabolische Linie y = 0 innerhalb des Korpers liegt, so bereitet die 
Erfiillung der Bedingung 2) gewisse Schwierigkeiten. Wir verlangen, daB 


lim M = (x), 0< (x) < o inD. (5.15) 
y-0 
Die Bedingung 3) kann stets befriedigt werden, weil M (5.8) bis auf eine Multi- 
plikations-Konstante bestimmt erscheint. 
All diesen Bedingungen geniigt der Fall der Homogenitat 


f=M,-ytnz), g=M,y—nx), M=NM,. (5.16) 


Kin anderes, weniger triviales Beispiel sei noch angefiihrt. Die Funktionen 


f=A(ty4+na) + Bsin(y + nz), | 
; (5.17) 
g =A (y—na) + Bsin (y — nz), | 
bei 
A> 0). ) sae: 
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erfiillen alle Bedingungen und wir haben eine periodische Nichthomogenitat entlang z, 
wobei jene entlang y eine gedampft periodische ist: 


sin y 


H=|A ft Dre 


<i) 
cos 2 2| é (5.18) 


Wenn die Achse x nicht innerhalb des Kérpers liegt (wie etwa fiir bestimmte Fille 
von exzentrischem Zug oder Druck eines Balkens), bietet der Ausdruck (5.13) einen 
bedeutend gréReren Reichtum an Méglichkeiten. 

Es sei auBerdem erwahnt, da® fiir den Fall, 
wenn die Nichthomogenitat von der Art M = M (x) 
ist, nur im Fall einer linearen Funktion der Zu- 
stand (5.7) ohne Verletzung des inneren Zusam- 
menhanges Platz greifen kann. 

Man kann endlich zu M immer eine Konstante 
additiv hinzufiigen, da die Gl. (5.8) linear und 
homogen ist und M = const eine Lisung darstellt. 


5.5. Wir werden uns nunmehr mit dem in Abb. 4 
dargestellten Staudamm befassen, der der Einwir- y 
kung seines Eigengewichts und eines hydrosta- Abb. 4. 
tischen Druckes ausgesetzt ist. 


Fiir einen homogenen Staudamm kennen wir die Lésung von M. Lévy 


Oss = es | 
G, = 6 (pe 2c*y) a + (yc =—p) y (5.19) 
Oxy = —Y C72; | 


darin bedeuten 
y = Gewicht (pro Volumeinheit) des Staudammes, 


p = Gewicht (pro Volumeinheit) der Fliissigkeit, 
¢ = etg p. 

Wir stellen uns die Aufgabe, jene Nichthomogenitatsklassen M zu finden, fiir die 
der Spannungszustand wieder derselbe ist (5.20). Indem wir in (3.2) die Ausdriicke 
(5.20) und 

A=0, Y= = const (5.20) 
einsetzen, erhalten wir 
[e(p —2yc%)a + (yo? + vy —p)Yy] Mowe +2 (1 +) yc? e] Magy + 
+ [—pe(p—2ye)a—(y $9 ye? — YP) y] My, + 2e(p—2ye) M,, + 
+2(ye?—y+y7p)M,, = 9. (5.21) 


Die Diskriminante betragt 
A =x? [y%e4 (1 + 9)* + 9c? (p —2yc%)*] + wy fe (p— 27 e%) [y (L + 94) + 
ae (yep) pe ys (ey py ey wee ep)” (8:22) 


Die Gleichung : 
a0 
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ist eine quadratische Gleichung beziiglich i ; es stellt somit der geometrische Ort 


der etwaigen Parabolitatspunkte von (5.21) stets zwei durch den Gipfel des Staudamms 


fiihrenden Geraden dar. 48 
Das Auffinden einer allgemeinen Lésung der GI. (5.21), bildet eine auBerst schwierige 


Aufgabe. Untersuchen wir gewisse Sonderfalle. 
a) Derart kann etwa die folgende Frage gestellt werden: Gibt es eine lineare Nicht- 


homogenitat (auBer M = const) 
UM = Cie+C,y + C,, (5.23) 


die den Spannungszustand (5.20) nicht stort ? 
Indem wir (5.23) in (5.21) einsetzen, erhalten wir den Zusammenhang 


c(p —2yc) C, + (ky + 9p —y) CO, =0; (5.24) 
folglich stellt die nachstehende Klasse M die Antwort auf unsere Frage dar: 
M=A[(c?y +9 p—y)e+c(p—2c?y)y] + B; (5.25) 


sie ist gekennzeichnet durch dieselbe Richtung des Gradienten, der auf Grund der 
Belastung und der Geometrie des Staudammes eindeutig festgelegt ist. 

Wir haben hier eine Sonderlésung fiir M bei einem allgemeinen Fall der Belastung 
erzielt. Fiir gewisse Sonderbedingungen betreffend die Belastung, ist es leicht, all- 
gemeine Lésungen fiir M zu finden. 

b) Moge ein derartiger Fall vorliegen, fiir den das Verhaltnis der spezifischen 
Gewichte 

a, (5.26) 
betrage. 

Versuchen wir nunmehr die Grundgleichung mittels Ubergangs zur kanonischen 
Form zu lésen. Dies verlangt die Losung der Charakteristikengleichung (4.7), wobei 
aus (5.22) 

7) 


bo 


A = V(lo see)" e822 (pe oe) 0 (5. 
folgt. 
Ks ist ersichtlich, daB man Lésungen in geschlossener Form in zwei Fallen erwarten 
kann, fiir welche 


Ba 1 
c* = » oder 6? = = 


c? == y, Fiir (efz) haben wir fiir verschiedene » 


It IU 
i ee 5? 0O< rae 


Die Grundgleichung hat die Form 
20° % Mey —(1—)y My, +2(9 + 1) (2% —1) M,, = 0. (5.28) 


2 ay 


Man sieht sofort, dai die Lésung eine beliebige additive Funktion von 2 enthilt. 
Das hat seine Ursache in der getroffenen Vereinfachung, die in der Tat auf ¢,, = 0 
zuriickgeht. 

Aus der Gleichung der Charakteristiken 


de Da (1 + y) ye + | A 
dy (ve? — py 
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finden wir 


20 
2 
: 


aA. ae Rwy 
Indem wir uns der Transformation 
2Qy 


f=", yY=ny (5.30) 


bedienen, gelangen wir zur kanonischen Form der Gl. (5.28) 


ae Tae 
M . 2M, = 0, (5.31) 


én ach 2 


— ; 1 —» 
M = 9 (ev) + vley 7). (5.32) 


3x»—1 


v 2 


Ahnlich wie in 5.4, ist die Beschriinktheit auf der Parabolititslinie « — 0 zu ge- 
wiahrleisten. 

Die Integration von Gl. (5.28) hatte man auch anders durchfiihren kénnen: durch 
Integrieren beziiglich y und durch nachfolgende Lésung der partiellen Gleichung 
erster Ordnung. 


c? =1/». Wir haben fiir (eSz) 


a e p 
O< paz, ogee Nant ona 
Die Grundgleichung lautet nunmehr 
@—I)yM,,, + 22M, +2M,, = 9; (5.33) 
die Charakteristiken sind gegeben durch 
dy a+VA is on er 
se = @—ly 5 YC, 2 Of re + ¢, (5.34) 
Indem eingesetzt wird 
> ae 
fay, gaat tay (5.35) 
findet man 
es 1 —— 
My, + 9 7 = (1 = pe M,,=0, (5.36) 
was schlieBlich 
— p (§) dy 7 
M = yp (7) — ‘ae Hil ao Ez] (5.37) 
ergibt. 
Eine interessante Unterklasse bildet 
Lis a iF 
M=M,+¥ (x: += ’) (5.38) 


(die Linien vom konstanten E sind Ellipsen mit dem Mittelpunkt in (0,0)). 
= 10* 
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c) Es ist leicht, eine allgemeine Lisung fiir y = 0, zu finden, d. h. fiir eine Gewichts- 
staumauer ohne auBere Belastung. In diesem Fall 


Cy (CY ae Oana (5.39) 
Die Grundgleichung lautet jetzt 
(ca —y) M,., —v (cx —y) I, 20:6 DF, 2 27 M,, = 0; (5.40) 


die Charakteristiken sind gegeben durch 
y= sVoxt+B. (5.41) 
Durch Ubergang zu neuen Verinderlichen 
E=ny+2, n=ny—z, (5.42) 


gelangen wir zur kanonischen Form der Gleichung (5.40) 


ae a ae 
M, ¢, ae hiva a M,: ain RE an Me == (); (5.43) 


Bei Anwendung der Laplaceschen Umformung (13) (es gilt h = 0) erhalten wir 


= a 


b : 
M y,2 + ae? ny M, = 0, worln M, = Je 4 bé mi an (5.44) 
Indem der Reihe nach zwei gewéhnliche Gleichungen der ersten Ordnung inte- 
griert werden, gelangt man endgiiltig zu 


M =—— .[p(ny +2) + y (ny —2)). (5.45) 


cu—y 
Fiir die Parabolitatslinie, die nunmehr mit der Berandung y = c x zusammenfallt, 
mitissen Einschrankungen ahnlicher Art, wie in 5.4, gemacht werden. 


6. Einige Lésungen in polaren Koordinaten 


6.1. Die Grundgleichung fiir die Funktion JM in polaren Koordinaten wird erhalten, 
wenn vom Hookeschen Gesetz und von der Kompatibilitiitsgleichung ausgegangen 
wird 

1 i 2 1 1 il 
Egser Te Ergop — | Vrowre + Een — pe Ere 7 for — 72 Yrow = 9. (6.1) 

Es ist jedoch bequemer, die entsprechende Transformation der bereits in karte- 

sischen Koordinaten abgeleiteten Gleichung vorzunehmen. 


Fir den Fall, dafiS’ Temperatureinflu8 und Massenkrafte nicht vorhanden sind — 
und nur mit einem derartigen Fall wollen wir uns hier weiterhin befassen — liefert 
die Transformation von (2.11) das folgende Ergebnis 


vs he Son 1 
V? (mM v3 2) — (1 a *) {HE | 3 Q,, a pe. 2, | oe 


bo 


ge 1. ae es ard iy 
rf E Ue eae Me —— E M, 4 : E Q. | i 0: (6.2) 


EE 
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was bequemer in der folgenden Fassung dargestellt werden kann 


= A i (ia 
(o, — v0,) M, ,, — 2 Oy» (; M,,] , (6, — ¥ Oy) a M,, + = My] + 
1 
= (6, a og i. 5 (6, os Golse Ty Ee ate es (9, “a 6,)]:M = 0. (6.3) 


6.2. Betrachten wir das nachstehende Spannungsfeld 


== A f (?) (Oyage= 


0, rae = 0. (6.4) 
Dieses Feld wird ein statisch zulissiges sein, wenn der untersuchte Kérper ent- 
sprechenden Randbedingungen unterworfen ist, da die Gleichgewichtsbedingungen 


fiir eine beliebige Funktion f bereits befriedigt erscheinen. 


Die Grundgleichung (6.3) hat die folgende Gestalt 
—rl,,+24 M,,+|1+ ‘| i —0 (6.5) 


und stellt eine hyperbolische Gleichung mit wirklichen Charakteristiken dar 


—vrM,,,+M 


> FY 


ginlnr =O. (6.6) 


Die Gleichung (6.5) wird durch Trennung der Variablen integriert; derart suchen 
wir jene Unterklassen der Losungen fiir M, die sich in der Form 


M = R(r)- O(g) (6.7) 
darstellen lassen. 
Nach Einsetzen dieses Ausdrucks in (6.5), erhalten wir zwei gewohnliche Glei- 


chungen 
err +97 ho =AR = 0, (6.8) 


ov +24 o 4/4 +(1—2) | o =o, (6.9) 


worin 4 eine beliebige Konstante bedeutet. 
Die Gleichung (6.8) stellt die bekannte Eulersche Gleichung dar, deren Losung 


folgendermafen lautet 


6,7 + 6", We a oe 
Tulc, + ¢, nr), 5 eh a — 
Ri(r) = + +B) rey: peg a> 
7? ia | Cros (#5; Ins} + C,sin ( a nr), A= = eee 
(6.10) 
wo 


Loe a + V/A2)+4]. (6.11) 


Die Gleichung (6.9) ist unter Angabe der Funktion f (y) zu integrieren. Wir werden 
hier wiederum zwei beliebige Konstanten haben. 
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Derart fanden wir die Unterklasse der Funktion M, wobei darin fiinf beliebige 
Parameter auftreten. In konkreten Fallen wird der Veranderlichkeitsbereich dieser 
Parameter durch die Bedingungen 1 bis 3 reguliert. 

Man kann den Sonderfall 4 = 0 betrachten; alsdann erhalten wir 


1 
ae é fas ri 
M = lo r catia cA ; l¢; i a sh c,| (6.12) 


(vier beliebige Parameter). 


6.3. Der im Gipfel belastete Keil. Die Losung fiir einen homogenen Keil ist wohl 
bekannt und ist von der Art (6.4), wobei 


ry cos? B ain? B | te” :. 
/ A = P| By? SI f B,? als Bis == ry (2% —— sin 2a), 


Z 
B, : 
PKL \ f (vy) = cos (y — 9), tro = B tg B; (6.13) 
[x \\ , ae 
g \N die verwendeten Bezeichnungen sind aus Abb. 5 ersichtlich. 


Die Gleichung (6.9) nimmt jetzt die Form an 


@" — 2 tg (p — 0) © —1 G =0; (6.14) 
Abb 65: diese kann integriert werden und fiihrt auf 
1 ; és - 
ieee [C, cos k (p — 8) + C, sin k (p — 6)], bk? = T= 4S ee 
P= : (6.15) 
cos (p —@) kee chk (p — 0) +- os shk (p — 6), — pte= 1 


Indem wir auBerdem die Befriedigung der Bedingungen | bis 3 fordern, erhalten wir 
eine umfangreiche fiinf-parametrige Klasse @ = R - ©, worin R und @ durch (6.10) 
und (6.15) gegeben sind; die Higenschaft, daB die Verteilung der Spannungen die 
gleiche ist, wie in dem homogenen Keil, bleibt gewahrt. 

Eine engere Unterklasse wird erhalten, indem 2 = 0 angenommen wird: 


1—» 


wiles Soames 


[C3 tg (p — 8) + C4). (6.16) 

Die Singularitat r = 0 kann aus plausiblen Griinden zugelassen werden, wenn 
jedoch fiir eine gegebene Konfiguration und eine vorgeschriebene Belastung des 
Keiles py — 0 = < moglich ist (wie etwa fiir das Boussinesqsche Problem fiir die Halb- 
ebene), dann miissen wir C, = 0 setzen. 


6.4. Wir wollen noch an die Méglichkeit gewisser gemischter Fassungen ankniipfen, 
von denen in der Einleitung schon die Rede war. 


Mége z. B. das Spannungsfeld von der Art (6.4) sein, wo f (@) eine unbekannte 
Funktion, wahrend die Nichthomogenitat vom Typus (6.7) ist und wo @ (9) als be- 
kannt vorausgesetzt wird. Alsdann ist die Gleichung (6.9) eine Gleichung, die f bestimmt: 
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vy 


f+2er +(S +a-alrqo, | (6.17) 


wahrend (6.8), wie vorher, die Funktion R bestimmt. Indem wir (6.17) integrieren 
und die Bedingungen fiir die Konstanten erfiillen (im Fall des Keiles sind es Integral- 
bedingungen des Gleichgewichts), gelangen wir zu dem gesuchten Spannungszustand. 


Fiir ® = const haben wir 


C; chp VA—1+C,shm J A—1, re Ae 
=} 6, + Cr¢, A=1; (6.18) 
| C, cos J 1 —4 4+ Cysing V1 —A, rans 


Ein interessantes Beispiel erhalten wir z. B. fiir einen Keil mit axialer Kraft 
(B = 0; fiir « = + finden wir den Ubergang zum Boussinesqschen Problem), indem 


wir A = 1, C, = 0 einsetzen. Die Konstante C, A = B bestimmen wir aus der Bedin- 
gung 


= + cosp dp = P 
1 rcosgdg = P, Bos Pergran (6.19) 


=o 


In dem untersuchten Keil, der durch die Nichthomogenitat 
M =C,r + 0,7 (6.20) 


gekennzeichnet ist (die Steifigkeit wachst mit 7 an), liegt der interessante Sachverhalt 
vor, daB die radiale Spannung vom Winkel y unabhangig ist. Darin betragen «= 1, 


1 
p=-— , (berechnet aus (6.11) fiir A = 1). 
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Linearization in Visco-Plasticity* 
By William Prager, Providence, R. I. 


Summary. A linearization in the theory of visco-plastie solids is discussed. A typical bound- 
ary value problem is formulated, and the uniqueness of its solution is investigated. An ex- 
ample is given. 


I. Introduction 


The analysis of stresses in visco plastic bodies is usually based on the model of 
the incompressible Bingham solid!. When the stress is below a certain threshold, 
which is supposed to be specified by the yield condition of von Mises?, this solid is 
rigid. In the theory of perfectly plastic solids, the quadratic yield condition of von 
Mises is often approximated by a piecewise linear yield condition to simplify the 
analysis of boundary value problems. The present paper discusses an analogous line- 
arization in the theory of visco plastic solids. A typical boundary value problem is 
formulated, and the uniquene:s of its solution is investigated. The bending of a circular 
sandwich plate is treated as an example. 


II. Constitutive Equations 


Using rectangular Cartesian coordinates 2; (i = 1, 2, 3), denote the stress compo- 
nents by o,; and the components of the rate of deformation (velocity strain) by «,,. 
Since only incompressible visco-plastic materials are to be considered, 


* The results presented in this paper were obtained in the course of research sponsored by 
the Office Naval Research under Contract Nonr 562 (10). 

* E. C. Bingham: Fluidity and Plasticity, McGraw-Hill, New York, 1922, pp. 215—218. 

* R. v. Mises: Géttinger Nachrichten, math.-phys. Klasse, 1913, pp. 582—592 (1913). 


Linearization in Visco-Plasticity 153 


ey = 0. (1) 
The mean pressure 


; 
pa 3% (2) 


must then be regarded as a reaction to the constraint (1), and the constitutive equation 
involves the stress deviation 


Si3 = Oy + p 0, (3) 
rather than the full stress tensor o,,. 

For general types of stress and rate of deformation, the constitutive equation of 
the Bingham solid was first given by Hohenemser and Prager’; it will here be 
written in a form (see*) that is readily linearized. Denoting the yield stress in simple 
shear by k, introduce the yield function 

F = (8,6 8p) 1/7 — k 2, (4) 
in which symmetric components of the stress deviation, for instance s,, and s,,, are 


to be formally treated as independent variables. Note that F is symmetric with respect 
to symmetric components of the stress deviation. 


Since the stress deviation is completely specified by the stress tensor, the yield 
function may also be considered as a function of the stress components. As is readily 
verified, 


_ 


8 


=e (5) 


963; (Spq Spq) tl? 
Consider now the constitutive equation 


of 
2M Ey; =P) dey (6) 


in which w is a coefficient of viscosity and the symbol (') is defined as follows: 


| 0 for F <0, 


= (7 


i for FE > 0. 


For simple shear with the shearing stress t and the (technical) shear strain y, the 
constitutive equation (6) reduces to 


Tt. 
wy =(\t] kB), (8 
which is the constitutive equation of a Bingham solid in simple shear. The relation (6) 
can therefore be accepted as a suitable generalization of this constitutive equation 
to arbitrary types of stress and strain. 

Use of the non-linear constitutive equation (6) greatly complicates the solution 
of technically interesting boundary value problems. Piecewise linear approximations 
to the constitutive equation (6) can be obtained as follows. According to (6), visco- 
plastic flow can only occur if 


3 K. Hohenemser and W. Prager: Zeitschrift f. angew. Math. u. Mech. 12, pp. 216—226 
(1932), Eq. (2’) on p. 224. 

4 W. Prager, Mécanique des Solides Isotropes au dela du Domaine Elastique, Mémorial des 
Sciences Math., Fasc. 87, Gauthier-Villars, Paris, 1937, Eq. (47) on p. Ta 
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BS 0: (9) 


This flow condition, which has the form of a single non-linear inequality, is now 
approximated by the set of m linear inequalities 

Ly = 4} 85, — Bf > 0, (y =1,2,..., m), (10) 
in which the symmetric deviators «%) and the scalars fp are independent of the 
state of stress.-Through a suitable choice of these deviators and scalars and of the 
number m, the flow condition (10) can be made to approximate (9) with any desired 
degree of accuracy. Finally, the constitutive equation (6) is replaced by 


:; m > Ly) 
2 fh &i5 = >) (Lo) Den (11) 
y=1 
Since «\” is a deviator, «” — 0, and it follows from (10) that 
dL») wal (7) . 
areal (12) 
The constitutive equation (11) can therefore be written in the form 
m 
¢ Sri F v 
2&4; = S' (Ly) a. (13) 


Il. Boundary Value Problem 


Consider a visco-plastic body occupying the three-dimensional region V with the 
regular surface S. Denote by F; the body force per unit volume, by 7’; the surface 
traction, and by v, the surface velocity, and let these vectors be prescribed as follows: 
Ff, throughout V, 7’; on the part S7 of 8, and v; on the remainder Sy. For simplicity, 
it will be assumed that neither S7 = S nor Sy = S. From the data mentioned above, 
the velocity field v, (a) and the stress field o,,; (x) are to be determined throughout V 
under the assumption that all inertia effects can be neglected. 

The differential equations and boundary conditions of this problem are as follows. 
Since inertia effects are to be neglected, the stress field satisfies the equations of equi- 
librium; these are 


0; Oi; + F,; — 0 in V (14) 
and 


where the operator ), denotes differentiation with respect to x; and n; is the unit 
vector along the exterior normal of S. Moreover, at each point of V the stress is related 
to the rate of deformation by means of the constitutive equation of the considered 
visco-plastic solid. Finally, the field of the rate of deformation is obtained from the 
velocity field by means of 


] 
Eig = —y (04 0; + 2; %); (16) 


where the velocity vector v, assumes the given values on Sy. On account of the in- 
compressibility of the considered solids, 
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Bee ee Uy =. (17) 


A stress field o,,, a velocity field v, and the associated field of the rate of deformation 
that satisfy all these conditions will be said to constitute a solution of the considered 
boundary value problem. 

For the constitutive equation (6), the uniqueness of the solution of this boundary 
value problem was investigated in an earlier paper®. The results obtained there will 
now be extended to the constitutive equation (13). 

Assuming that the boundary value problem admits two solutions, let these be 
denoted by oj, vj, &; and oj}, vj’, ei}. In view of (14), (16) and (17) it is readily verified 
that 

Jr (ois — 03) 0 — 24) a8 = [oe — 9) Ch — eH aV. (18) 


The left side of (18) vanishes since n, oj; = n;o;; on Sy and v; = vy on Sy. The 
integral on the right of (18) must therefore vanish. On the other hand, it will be shown 
that the integrand is positive unless ¢;;= ¢;;. In this way, the uniqueness of the 
rate of deformation will be established. 

On account of (13), the integrand on the right of (18) ‘s proportional to 


T= >) (si; — 5%) (Li) — (LQ) a (19) 
y=1 
the factor of proportionality, 1/(2 ~), being positive. With the use of (10), the expression 
(19) for J may be rewritten as 
eee or eh (20) 


eek 


In the discussion of the sign of J, three types of region must be distinguished: 

a) where both solutions correspond to rigid behavior (¢;; = ¢;; = 0) no Lg, or Li 
is positive, and / vanishes; 

b) where one solution, say that indicated by the double prime, corresponds to 
rigid behavior and the other to visco-plastic flow, at least one Ly,) but no Lj, is 
positive, and 


I = Sd? (Li — Lo) (Loy) (21) 
v=1 

is positive; 

ce) finally, where both solutions correspond to visco-plastic flow, some Li,) and 
some L/,, are positive, and J as given by (20) is found to be positive, unless Li, = Loy 
for each vy = 1, 2,...,m; in this case, however, ¢;; = ¢€;; by (13). 
The integrand on the right of (18) thus is non-negative and vanishes only where 
€;; = ej. Since, on the other hand, the integral on the right of (18) must vanish, the 
field of the rate of deformation is unique. The velocity field is therefore unique to within 
the velocity field of a rigid-body motion, and the superposition of such a velocity field 
is as a rule precluded by the boundary conditions on Sy. The stress field, however, 
need not be unique, though the corresponding scalar field Z;,) will be uniquely deter- 
mined throughout the region of visco-plastic flow (¢;; + 0). 


5 W. Prager: Studies in Mathematics and Mechanics Presented to Richard von Mises, 
Academie Press, New York, 1954, pp. 208—216. 


156 William Prager: Linearization in Visco- Plasticity 


IV. Example 


For brevity, the preceding discussion has been restricted to three-dimensional 
visco-plastic continua. The results are however readily generalized to visco-plastic 
structures, in which the states of stress and rate of deformation are specified by a 
number of generalized stresses and the associated generalized strain rates (see for 
instance®, p. 35 ff.). As an example, let us treat the bending of a circular visco-plastic 
sandwich plate of the radius R that is simply supported along its entire edge and 
carries a uniformly distributed transverse load of the intensity p. The generalized 
stresses are the radial bending moment M/, and the circumferential bending moment 
M,. The associated generalized strain rates are the rates of radial and circumferential 
curvature, x, and xy. In terms of the rate of deflection v = v (r), these rates of curvature 
are given by the relations 


Laps SSIS Si), —v'/r, (22) 


in which the primes denote differentiation with respect to r. The mechanical behavior 
of the visco-plastic plate is assumed to be given by the six linear expressions that 
specify Tresca’s yield condition for a perfectly plastic sandwich plate (see for instance®, 
p. 56 ff.). The known solution of the perfectly plastic problem suggests that only two 
of these six linear expressions, namely 


La) = M,—M), Ly) = M,—M,, (23) 
play a role in the solution of the visco-plastic problem, and the yield condition (23) 
will be used in the following. In (23), the symbol M, stands for the fully plastic 


moment of the plate. By rotational symmetry M, = M, at the center of the plate. 
Both expressions (23) will therefore be positive, inside a certain circle r = o. Thus; 


Ax, = M,—M,, Ax = M, — M, for 0=r Soe, (24) 


where 4 is a constant that depends on the coefficient of viscosity of the plate material 
and on the thicknes dimensions of plate core and cover sheets. : 

The equation of compatibility that is obtained by the elimination of v between 
the equations (22) therefore requires that 


[r (M, — M,)) = M, — M, for 0<r<o. (25) 


In addition to this equation, the bending moments must fulfill the equation of equili- 
brium 


7 1 
(rM,) —M, = — re ke for. 0: S27 =: (26) 
Outside the circle r = 9, the bending moment M,, which vanishes at the simply 
supported edge r = R, will be smaller than M,, so that 
2, =. O foro ssf =k, (27) 
By the first equation (22), we therefore have 
vy. = 0 foro = fan. (28) 
It follows that 
M,— M, = —Av'/r = —c/r foro Sr R, (29) 


° W. Prager: Introduction to Plasticity, Addison-Wesley, Reading, Mass., 1959. 
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where c is a constant. Finally, at r = 0, the bending moment MV, and its first derivative 
must be continuous. 


Omitting the details of the straightforward though lengthy calculations, we only 
state the following results. 

For load intensities below the value 6 M,/R? the plate remains rigid. When the 
load intensity exceeds this value, the radius , which satisfies 0 < 0/R <1, is specified 
by the transcendental equation 


6M, 


ees. B 
i bee Pee (30) 
The bending moments then are given by 
sy 3 na els 2 
M,=M, +. P Saas — 
: vior 0's. +S 60 (31) 
, 7 ca 0° 7. Bea 
M, = M, + gp R* (3-2 — pe] 
and 
tooo Fa 1 ,(R 3 0° R R 
eae) ty (2 — 2 oF py ®) 
for gw =F. (32) 
: 1 = 0, te 
M, = M , se 8 Pp k? = Pr . 
Finally, the rate of deflection is given by 
pot [rr ge R 
v= 642 et as +8 —3| for 0-720 (33) 
and 
iGo flu A 
4 —— = - — ee <a 
aa SBA >| foresr SR. (34) 


It is readily verified that for the treshold load p = 6 M,/r? the formulas (31) 
and (32) yield the known bending moments at the load-carrying capacity of a perfectly 
plastic plate. Since the transition to a perfectly plastic plate implies that p > 6 M)/R?, 
o > 0, and 2 + 0, equation (34) reduces to the statement that the rate of deflection 
of a perfectly plastic plate at the load-carrying capacity is an arbitrary positive 
multiple of R —r. 

(Received, October 3, 1960) 


Die Berechnung des Vollstreifens (Plattenstreifens) mit regelmafig 
sich wiederholenden Verstairkungen 


Von F. Reinitzhuber, Rheinhausen 
Mit 3 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Die Lésung fiir den frei drehbar gelagerten, gleichmaBig belasteten 
Plattenstreifen mit Mattenbewehrung wird angegeben. Der Streifen wird dabei in periodisch auf- 
einanderfolgende orthotrope Plattenstiicke verschiedener Steifigkeit unterteilt. 


Die vorliegende Arbeit setzt sich zum Ziel, einen Vollstreifen (zweiseitig gelagerte 
Platte, die sich nach zwei Richtungen ins Unendliche erstreckt) unter gleichmaBig 
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verteilter Last zu berechnen, der an seinen beiden Randern freigelagert ist und in 
regelmaBigen Abstainden Verstaérkungen aufweist. Platten dieser Art kommen vor 
allem im Stahlbetonbau vor, wenn als Bewehrung Baustahlmatten verwendet werden, 
die sich iibergreifen (Abb. 1). Nimmt man an, daf die Baustahlmatten ein Kontinuum 


darstellen, also in der Platte eine kontinuier- 
RAAUURERUAGRRRRODRROUODOULEEE 
B 


liche Bewehrung bilden — was bei den relativ ut 
engen Abstanden der Mattenstabe weitgehend | ee oe, 
zutrifft —so kénnen mit Baustahlmatten be- ee oe 
wehrte Stahlbetonplatten gemaB der nach- 
stehenden Arbeit berechnet werden. 


<—Matlenbreiie-——> be Maen. 
VE = —__ Yen te- > * 
Abb. 1. Stahlbetonplatte mit Matten- Abb. 2. Vollstreifen mit regelmaBig sich 
bewehrung wiederholenden Verstaérkungen 


Die Bezeichnungen, die den weiteren Untersuchungen zugrunde gelegt werden, 
gehen aus Abb. 2 hervor. Die dort mit (1) und (2) bezeichneten Plattenteile mit ver- 
schiedener Biegesteifigkeit B, und B, in Langs- und der Biegesteifigkeit B, in Quer- 
richtung stellen orthotrope Platten dar, wobei 


1 


By asl a hg 
1 

Be 
1 

B, Se a Seno EJ, 


(vy = Querdehnungszahl, H = Elastizitatsmodul des Plattenmaterials). 


Die Differentialgleichungen der Biegeflachen der beiden Plattenteile sind mit guter 
Naherung* gegeben durch: 


; d4w, Saas MOE tw 
cies 9 Mee alien a ee 
Plattenteil (1) B, >= + 2B, By = yt Aa egit (la) 
Plattenteil (2) B,—~ + 2B, B, —” thet 
E eil (2 Me el eR TO a ae (1b) 


wobei w, = w, (x, y) die Durchbiegung eines Punktes der Mittelebene des 
Plattenteiles (1), 


W, = W, (x, y) die Durchbiegung eines Punktes der Mittelebene des 
Plattenteiles (2) bedeuten. 


ene ergeben sich die inneren Kriifte und Auflagerreaktionen des unverstarkten 
Plattenteiles (1) aus: 


*siehe Olsen-Reinitzhuber: Die zweiseitig gelagerte Platte. 1. Band, 3. Auflage, S. 3ff. 
Berlin; Verlag Wilhelm Ernst & Sohn, 1959. 
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dw, vw, 
Mie = —B, (= TY =| 

vu, vw, 
Mary By eu ad =a 


Die = — Bs 
ivy *< By ra 
oy tecticnnk sae 
Wy de =. 0 a 


und des verstirkten Plattenteiles (2) 


2 Ws 
Nee = — B, (3 
Fw, 

yyy — 2 
May = — By (5 


Pa ar cae «- B, yx3 
dw, 

9 J 

Ye y 0 \ dy? 


8 Be Bey) one 
0 Be ) By} | oe oy 


|/ B, y 1 B, Mw, 
a Bs reg | a B, ay? 


\ 
Lie y vw, | 
+| See i yay :? ale de? dy | 


[Be ( By) atu, |. 
+ | - 2—y» al 
Ma 2 B,} dx dy? f 


fall EA a 


roy f 


aus: 


fi ne oa 0? We 
a | TS « 4 Be da dy 


™ YY 1 B, 3 ws 
(VB + 2 |) By] ae y 
i _ 
Be ae: a 2 we 
4 if. (2 —yY 
Bs z| da dy? 
z = 
f° 


fcas so a7 
aan | FS 3 Yo 
eo ae pe Wy 
B, By dar dy 


Te | 


Fiir die Durchbiegung des Plattenteiles (1) wird angesetzt: 


w, = Ee =f wy 
ce 
Nan Ae Mee aes) 3 3 4p a Ni L 
ig Ser Pot 28 ie oe) n* B, ay m* *0 Em 
m= 1 
491 oe 
w," a 7m By »! (A, m Co} Yism + D ym iym OM "1,m) sin er 
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(2b) 


(3a) 
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(aus Symmetriegriinden ist m = 1, °%, 5,...), wobei 


ai = y i Bi 
os = bie Y1izm = M2 I | B, (4a) 
und fiir die des Plattenteiles (2): 
Wy = We’ + we" 
' £ 4 s oes Jape ey ine 
We’ = a4 p (& 212% + Pax) =p me Sit Sm 
; a ; m=1 (3b) 
pie 4p lt \ em a A CS = = 
Wate nm? iB (Aoi Coj N2,m ae Dian N2,m om N2,m) sin bn 
m=1 
(aus Symmetriegriinden ist m = 1, 38, 5,...), wobei 
a 4 
y = —— ——_— 
x ss 20 ies. 4b 
Em = Ma Hem = Mn i / 5 as ies. 


Die Ansatze (3a) und (3b) sind Lésungen der Differentialgleichungen (la) bzw. 
(1b), wie man sich durch Einsetzen iiberzeugen kann, so daf sich aus ihnen, mit Hilfe 
der Gl. (2a) bzw. (2b), die inneren Krafte und Auflagerreaktionen ermitteln lassen. 
Diese sind dann fiir den unverstarkten Plattenteil (1) 


4p © By Rene tA 
Mie= sake 3 E SS) m * (2 aa » | 2 (4, Co} He, =F pia Nm Sin "m) <= 


m=1 ne (5a) 
Ogle! Dy Gas a ob Eee 
— 29 BD Co} Ban or | OO os 
m 4 Pp 12 es 2 / Be A = = x: = 
ly meric? 3 > m t Ba Fame, ( m Coj Ym “+ ye Ym Sut Nm) = 
Wes ie (5b) 
V2 6 
+2 |/ B, m Vo} "om m> SIN Spy 
4 ~ 
4pl2 |/ B, v (|/ By 
Bie =— Ae Poe (| ae 


+ | al soy m? [An Sin Nm Dy, (Im Vo} Then a Sin Nm) I cos ies 


2 (| oe es | 3 | ‘eB Co} Nm 7 
(5d) 


ae cos € 


ai Ds, (Amn Sin "es oh: 2 Co} Nm) I 5 2 Dy. Vo] i a 


m? 


4 


os i By 
m=1 


Aro rey Be pe oe ve 
Diy = a } hier >») m* . (| Tea | a [A,, Sin 7, + 


| 
| 
| 
| 
oe Tal : |. 
| 
| 
| 
| 
| 


+ Da (im £9) 9 + Sin Hy) — 2 D,, Sin H,,) sin E,,, 
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tot a Eee, 4s 
Wie =— ABE SY me {(1 —y |) 2) 14, of iy + 
wie | (5f) 
ag Dy (im Sin Nm a 2 Voj "m)| or 2 db Om) = at wae Soe 
eee = | in. Z Bea 
cu EYE Se li—e/Bluconns | 
re eo m oe ] [A,, Stn Hm 4 we 
+ Dr (im ©9f Am + Sin jp)] —2 Dy, Sin jp} sin €,,, | 


und fiir den verstirkten Plattenteil (2) auch gleich den Gl. (5a) 
anstelle von B, der Wert B, geschrieben wird. 


Die unbekannten Beiwerte A,,,,, D,,,, bzw. As,m, Ds, der Ansatze (3a) und 
(3b) sind nun so zu bestimmen, dafi die Randbedingungen erfiillt sind. Diese lauten: 


an den Auflagern 


z=o | 


w= 8, = WW, 5 = o-baw. = 0, Ny = 0 (6a) 
eat 


— (5g), wenn dort 


an den Symmetrieachsen 


im Plattenteil (1) im Plattenteil (2) 
ya ae yoaS) @ (6b) 
| Diy = 9 Qe, = 0 


am Ubergang von Plattenteil (1) zu Plattenteil (2) 


M20, (6c) 
fale (64) 

: aie ary 
Mircg = Me, y (6e) 
a y = ae y (6f) 


Die Randbedingungen (6a) und (6b) werden durch die Ansatze (3a) und (3b) erfiillt, 
so daB zur Bestimmung der Beiwerte A,,,,, D1,m, bzw. Ag, m, Ds, die Randbedin- 
gungen (6c) — (6f) zur Verfiigung stehen. 


Unter Zuhilfenahme der Gl. (5a) — (5g) ergibt sich aus (6c) 


1 ties im ° ae 1 
5, |(41= Sof: 2 ss A) oe =) Sin D) F a a (7a) 
1 Se kdace ie 1 
=F [4am Gof 3% + Daw “E™ Sin “H") + 35 
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aus (6d) 
: — A om Soe a - 
B, . 1,™m Xism “ism Xism 
+ | Bt | Ay Gin 3% + Dry (Sin B™ + “™ Gof “5 ie | ae 
4 — — —- 
= — *: ee 2 Aso Gin 2 "+ Ds, im [Sin am + “Em Coj a ] | 
aus (6e) 
— (|  —9 (Aim Coi SG + Diy “5™ Sin “am) 4 
|/ By Be y 
2 reer Dy, Gof "- — aa a (7c) 
B By. = z m gy 
=-+ B, (|/ B, —>] (4o,n 60 j - Ds oe - “em ) 
: 2 |/ Do = by 
aus (6f) 
4 —— — — — 
+] a {(2 oe By | 4: Mei Xi,m af Dee [Sin =e _ ee Cj a )| des 
ane 
= 2 Di Cl =o me = (74) 
4 
By {i ie, Sasa: 2, x9, 
= Ws (( | Be) [Am Sin “B™ + Darn (Ss sof 5" | — 
= 2 Day Gin “Bt, 
wobei 


Aus den vier Gleichungen (7a) — (7d) ergeben sich die vier Unbekannten 4,,,,, 
Dy, m baw. Ag,m, Do, m Wie folgt: 


1 By Be 1 By B, 
Arig m (3 3 Da Die m> ea a | Pier ee 
1 B B 1 B B (8) 
2 1 ‘ 2 1 
Asin — ms & = Z| 2. ee Dem ene as Z| L\a,m 
wobei 
— D1, m Sin aus + Gsm of — — Pa, nin 5 + 4, COR 
COA as aa ue me Ry m , Asm a ae = m Oy ™m 
age es ein = Sg Oa ™ + Gin —=™ Cof 9 
m m a , am sm . 7 , 
Pi,m oe Co lege + in um Qism = Sin ae 
2 2 2 
ae eee ne nee eric 
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me a Xo, O m 
Pum (73 3" Cof =" 4 Gin Sus] aw, eine 


2 2 2 
Do i 7; = Qe Qe biviie 
a" + Gin ae Coj a 
P2,m Pin = One be . Pi,m VF in ae O1,m | igo 
PS Bs ‘Nenner ? Pisa ars Nenner 
is 
ea 3) 1, m %, m + 1, m P2,m ‘ 3 Pr, m 52, m + F1,mP2, m 
Qi,m = ‘Nenner ? Y2,m Nenner _ 
Bs 133 a, B, 
Nenner = (= Pism R. Po, : Ssh <r a & Sa ae iBe O2, - b Nyse 
ea m , a 7 
2 Sin = Co} : Pat 
eee = — — —(1—» “| -- 
se m Gi 1, m € X, m By 
+ Gin 3 of 5) 
26 2, m oem 
PB. Sin Coj IB, 
(Fa -0-/E 
0 2,m a Sin 2, m Coj Xo, m 0) 
2 2 2 
2 9 X, m 4 2 Se, m 
x By nt m e: l,m 1,m By G,m aan 2 ham 
+ Gin Coj 5) 5} + Gin 5 Coj 5) 
1 mn = Oa, m 1, Xe,m : 2. mm « %2,m 
| a = Sin —3 Coj — Bo 3 Sin 2 Co} 5} 
Qy a =e / B = es « a 5 Po,m B a a 
1 l,m é 1,m - %1,m 2 %,m Xo,m 2, m 
od + Gin 5 Coj —3 + Sin 5 of 5) 
a a %, m 9 n?2 2, m 
} B, 2 Gin 5} F | B, Si 9 
o1,m — | BRB. 6 lod ca : ps B, oe m Xo, m ; he, m 
: = + Sin — Cof an Cat a 


Durch Einsetzen der Gl. (8) fiir A,,,,, D1, ., bzw. As, m, De, , in die Gl. (3a) —(3b) 
findet man die Durchbiegungen der Platte und durch Einsetzen in die Gl. (5a) — (5g) 
die inneren Krafte und Auflagerkrafte. 


ZahlenmaBig wurden die vorstehenden allgemeinen Ergebnisse fiir den Fall 


es 1,08 a = 1,05 und » = 1/6 


beh Yes 28; [es hh? 


ausgewertet, wobei die am meisten interessierenden Biegemomente ‘i, in Platten- 


mitte (v¥ = + =| ermittelt wurden. 
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ee 
Der Verlauf der Biegemomente 3, im Schnitt 2 = + > ist in Abb. 3 dargestellt. 


Danach tritt am Ubergang vom verstarkten zum unverstarkten Plattenteil ein 
Sprung im Biegemoment i, auf. 


; : B, 
Abb. 3 Biegemomente Wt, in Plattenmitte (z= -- 5) fUTIOZ C3) —= OSs a 1,08, 
4: = 1,05 und » = ¥/,. 


Die GroBe dieses Sprunges ist — wie weitere untersuchte Falle zeigten — in erster 


B 
Linie vom Verhaltnis der Biegesteifigkeiten = der verstairkten zur unverstarkten 
i 


Platte abhangig. 

Der Gro8twert Nt, tritt am Rand der verstarkten Platte und der Kleinstwert Nt, 
am Rand der unverstarkten Platte auf. Im unverstarkten Plattenteil steigt das Biege- 
moment St, vom Plattenrand (y = + c/2) zur Plattenmitte (y = 0), und nahert sich 

pl? 


mit steigender Plattenbreite c dem Wert —- . Im verstirkten Plattenteil fallt das 


Biegemoment WV, vom Plattenrand (y = + c/2) zur Plattenmitte (y = + _ ), um 


: : : : 1? 
auch hier mit steigender Plattenbreite b dem Wert - naherzukommen. Entsprechend 


den statischen Gegebenheiten betraigt der Mittelwert der ‘Nt,,/pl?-Linie im Schnitt 
(x = + 1/2) in Plattenmitte 0,125. Eine zahlenmafige Auswertung der vorstehenden 
theoretischen Ergebnisse, die deren einfache praktische Anwendung erméglicht, soll 
an anderer Stelle gebracht werden. 


(EHingegangen am 26. September 1960 
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On finite pure bending of cylindrical tubes* 


By E. Reissner Cambridge, Massachusetts 


With 1 Figure 


Summary. A general formulation of the title problem is presented for arbitrary thin-walled 
cross sections. Bending moments are expanded in powers of curvatures. Particular case of a circular 
cross-section tube is considered. 


I. Introduction 


We are concerned in what follows with a rather general and simple formulation 
of the problem of finite pure bending of thin-walled cylindrical tubes of arbitrary 
cross section. Our analysis contains as special cases Brazier’s analysis of the flattening 
instability of circular cross section tubes! and our own refinement of Brazier’s theory, 
which in turn is a special case of results for toroidal tubes with circular cross section?. 

The physical basis of the present work is similar to that of our earlier work. Certain 
simplifications arise through the consideration of initially straight tubes instead of 
toroidal tubes. Further simplifications are due to an appropriate use of the variational 
theorem for displacements in elasticity. 


II. Formulation of the Problem 


We consider a cylindrical tube with cross section before deformation specified by 
middle surface equations x = x(s),y =y(s), where s represents circumferential 
arclength, and by a wall thickness function h = h (s). 

The originally cylindrical tube is deformed through the application of end moments 
M,, and M,. These moments VM, and M, result in a curving of the axial fibers of the 
tube, with curvature radii R, and R,. As long as elementary beam theory applies, 
the radii R,, R, and the moments M, and M, are related by equations of the form 


ff Ehads r 6Ehxyds 


M,= Be, Ry (1) 
f6Ehxyds $6 Ehy?ds : 
a Re “He R, 2 (2) 


In these formulas E = E (s) is the modulus of elasticity for axial stress, and the origin 
of the x, y-system of coordinates is chosen such that 


§Ehxuds=0, $Bhyds=0. (3) 


Associated with the uniform curving of axial fibers is a deformation of the cross 
section of the tube which changes x into x + wand y into y + v and which is neglected 
in elementary beam theory. It is of the essence in what follows that this cross sectional 


* A report on work which is part of a project supported by the Office of N aval Research of 
the United States Navy. 
1L. G. Brazier, Proc. Roy. Soc. A, 116, 104—114, 1927. 


2 B. Reissner, Proc. 3rd U. 8. Nat. Congr. Appl. Mech. 51—69, 1958, and J. Appl. Mech. 26, 
386— 392, 1959. 
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deformation may be assumed to take place without meridional extension of the middle 
surface of the tube (Figure 1). 

The linear displacements w and v define an angular displacement 6 which in turn 
defines a circumferential bending strain x, given by 


d 
pres (4) 


Vi The components uw, v and f are con- 
nected through two relations which may 

be read from Figure 1, and which are 
d (a + wu) 

ds 

d(y + ¥) . 
Seu Ge a (5) 
In addition to the circumferential bend- 
ing strain x we have an axial direct strain e, 
which through a stress strain relation of 
the form o = £ «, enters into the formulas 
for moment components M, and M,. These 
Fig. 1. Element of tube cross section before yoment components are defined with re- 


= cos (p + A), 


oe £5) ee 


} 1 


eI ference to the deformed cross section, as 
follows: 
= ¢Hhe(xz + u)ds, M,=$Ehe(y+v)ds (6) 


In order to express « in terms of R,, R,, u, v we make use of the fact that pure 
bending of the tube takes place in such a way that plane sections perpendicular to 
the axis of the undeformed tube are deformed into plane sections perpendicular to 
the curved axis of the deformed tube. This means that « is given by the formula 


e+tu Viet aO x 
E> PR +- yg (7) 


Introduction of (7) into equations (6) leads to expressions for M@, and M, which 
are the extensions of (1) and (2) and which are 


$ Eh (x + u)?ds Eh (w+ u) (y + »)ds 
u,- 22ers 48 7 (8) 


Me = 


PE h (« byt oa f Eh (y + v)2ds 
y ie a : + a ‘Ry, o (9) 


In order that the cross sections of the tube are free of resultant forces, we must 
further have 


Eh (w@ + u) ds HKh(iy+v)d 
$ ay wife ae aa ae (10) 


which generalizes equations (3) consistent with the step from (1) and (2) to (8) and (9). 

In order to evaluate the basic formulas (8) and (9) it appears necessary to deter- 
mine the functions wu and v in their dependence on the geometry of the cross section 
and on the values of R, and R,. It will be seen in what follows that a somewhat 
simpler prodedure is possible in which e and f are determined rather than w and v. 
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III. Derivation of Differential Equations 


We base our derivation on the requirement that, for given values of R, and th 
the strain energy of the bent tube be a minimum. We take as expression for strain 
energy, per unit of axial tube length 


1 
IT, == $ (Ce? + Dx] ds (11) 


where « and x are given by (7) and (4), where C = Eh and where D is a circumferential 
bending stiffness function which for isotropic homogeneous tube materials is given 
by D = Eh3/12 (1 — »?). 

The quantity /7, is to be made a minimum subject to te constraint equations (5). 
Considering the form of ¢ and x in (7) and (4) we may evaluate the minimum condition 
without explicit use of the displacement components wu and v by writing as constraint 
condition 

de cos (yp + 8) sin (p + B) 
ee ae (12) 


y 


Introducing x from (4) and introducing the constraint condition (12) by means of a 
Lagrange multiplier F the condition of minimum strain energy assumes the following 
form 


de (p+ in (p + 
6615 Cet + — > D(z) + FS bli i P) et ds =0 (13) 


The variational equation (13) is equivalent to two differential equations of the 
form 


— =Ce (14) 


and 


7 (P (15) 


dp sin (p + 8) cos (p + B) PF 
as J R R 


which must hold, together with the constraint equation (12). Boundary conditions 
for the system (12), (14) and (15) are the conditions of periodicity in s for e, F, 6 and 
d B/d s. In view of one of these periodicity condictions we have ¢ CO eds = 0 so that 
the condition of no resultant force over the tube cross section is automatically satis- 
fied. 

Equations (8) and (9) for /@, and M, may now be written, through the use of (6) 
and appropriate integration by parts, in the alternate form 


M, = — $F cos (py + B) ds, M, =—$¢F sin (pg + 8) ds (16) 
We may finally reduce the two first-order equations (12) and (14) to the second 
order differential equation 


d (ji dF) _ cosy +f) | sing + 8) 
HAG ae} = R, R, 


(17) 


and thereby reduce the problem to the two simultaneous second order equations (15) 
and (17) for 6 and F. 
We note that these two equations may be written in the form 


d dp sin y cos y COs Y sin p : ; 
4, (2 4) =| on oR, J cos 6 + | R, - R, ) sin p| (15’) 


168 E. Reissner: 


and 


ma af 


COS Y sin p sin p cosg |. ; 
a = an — : 17 
ds \O ds. got | cos p J sin f (17’) 


R, R, R, 


Equations (15’) and (17’) may be used as the starting point of an expansion procedure 
which will now be discussed. 


IV. Expansion in Powers of 1/Rx and 1/Ry 
A formal expansion procedure for (15’) and (17’) which is suggested by the appe- 
arance of these equations upon writing cos f = 1 — Oe ae ee sinB = B— =| Be 
consists in setting 


Fe, & Fysh se 8 eee (18) 


where F,, and f, are homogeneous of degree n in the quantities 1/R, and 1/R,. In 
particular 


Fy, Fo Bao Bu Boo 
a ee eae is Seamlly LN ae ae ae 
eee JB, La Fos € 
ue Be IRR, ens | me 20) 
Introduction of (18) to (20) into (15’) and (17’), written as 
d ap sin y COS Y 1 
ds poet we ir, J eves 
; (15’’) 
COs p sin yp 
ta + ae Pe |? 
d Pak COS — sin p eo 
ae (oae| ote pee 
| 7”) 
sin p COS p 
1 z | (8 got... | 
leads to the following system of successive differential equations 
d (l 4F,, dj ly dBys 
ae Oh ae = Cosy, |, cee = at) = = sing (21) 
d dB xo d ui ‘ 
7 (p< : | 22 5), San. = [D °2 | = — Fy, cosy 
d dB, : Oe) 
Fras 4 = F,, sing — Fy cos 
d LD aEiae : d 1 dFy; 
ile Se] =—pmsnn (5) promo 
s \ ds | (23) 


= By, cosy — Boz, sine. 


Paid: 1 ag Bae , defo id RE 
is | ae] = Bm Cos —Busing, ge |q “ge 
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Solution of (21) to (23), and of the corresponding subsequent systems, is carried 
out by direct integration. We find from (21) and from the periodicity condition in 
view of the fact that cos y = dz/ds and sin y = dy/ds, 


1 dF, 1 dF, 
Ga He), PSY Hye) (24) 
and 
FP, =) Cxrds, F,, = f Cyads’ (25) 


From (22) follows 


yyy lade iF, 
D a = | Fo singds= Fy y— [ yds—Fyy— | Cxyds (26) 


with corresponding expressions for df,,/ds and df),/ds. It is apparent that, in general, 
further integrations must be carried out numerically. 
Corresponding expansions for applied moments, as defined by (16) are of the form 


M, = — $ [cos p cos B — sing sin f] F ds 
= — > [F, cos + (F, cosy — F, B, sing) + ... ]ds (27) 
and 
M, = —$([F,sing + (F;sing + F, BB, cosg) + ...]ds. (28) 


With (19), (20) and (25) it is found that 1, may be written as 


$C x2 ds D.ipe Be Ke 1 
Sar wee BOM DAES oe eae [ae 
(29) 
io Miia = Vig ' =u a4” aS 
R, Rs RR, Re R, 


where the X,, and Y ,, are suitable constants. An analogous expression may be deduced 
for M,. 

The following observations may be made: 

1. Equation (29), when specialized to the case of the homogeneous constant-wall 
thickness, circular-cross-section tube, and without any of the terms represented by 
dots or the terms with 1/R,, reduces to the formula of Brazier! for the moment M, in 
terms of the curvature 1/£#,. 

2. As long as the calculations of M, and M, do not go beyond third-degree terms 
in R-1 they may equally well be considered to be based on a linear system of differential 
equations, of the form 


a (ap sin p COS Pp 

tes les Ea Po te 
ad {| dF sin p cos p COS / sin yp 
ds\C ds- ere 4 iy |8= i, R, GD 


Associated with this linear system are non-linear expressions for M, and M, of the 
form 


x 


M, = $ [cosy —fsing] fds (32) 


1 gee p. 165, 
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M, = $ [sing + f cos q] Fds (33) 


3. Higher degree terms than those displayed in (29) may have an effect of the 
order of ten percent or more in the range of practical interest of the theory’. The 
fact that this may be so becomes apparent even without explicit calculations upon 
introduction of appropriate non-dimensional variables and parameters. 


V. Equations for the Circular-Cross Section Tube 


We designate the radius of the circular cross section by b and write the coordi 
nates of the middle surface of the tube in terms of a polar angle é, as follows: 


x =bcosé, y=—bsinég (34) 
Therewith, 


and equations (15) to (17) become 


d (D dp sin (€ + B) cos (€ + B) 
dé Ls Se = Ry ee * [7 So 
d Lede cos (§ +f) | sin (& + B) 
dé a 7} =|= pear R, |e ea 
27 Qn 
M,=—b{Feos(é+)dé, M,=—b |[Fsin(E+)dé (38) 
0 0 


If we limit ourselves in what follows to the case that D and C are independent 
of € then, because of symmetry, we may further limit ourselves to the consideration 
of the case 1/R, = 0 and M, = 0. Writing R, = R we haven then 


d? OB ee 3 
7s = pp (sin & cos B + cos & sin 6] F (39) 
a’?F b?C 5 ; 
Te oe [cos € cos 8 — sin & sin 6] (40) 
and 
2n 
M = —b | [cos cos B — sin & sin f] F ds (41) 
0 
If we further set 
b2C 2 |/c¢ 
leat at |. a= > you (42) 


and indicate differentiation with respect to ¢ by primes, then the system (39), (40) 
assumes the form 


B’’ = a? [sin € cos B + cos & sin BI f (48) 
f’’ = cos £ cos 8 — sin é sin B (44) 
and equation (41) becomes 
2x 
VY EP 
M = —=y-— | [eos £ cos p —sin & sin fp] f dé (45) 
0 
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where HI = xCb® is the bending stiffness factor of the tube according to elementary 
theory. Equation (45) may be writen in the alternate form 


M 


m= — jp OT — [cos £ cos 8 —sin ésin B] fdé (45°) 
0 


in which a dimensionless applied moment m appears as a function of the dimensionless 
curvature parameter «. 


Equation (45’) may be simplified by introducing (44) and by integrating by parts. 
In this way there follows the relation 


m= = fipyae (46) 
0 


Equations (43) and (44) may be solved by expansion in powers of «?. We set 


Dee ee oe i eae: pes chi ahem: (47) 


and expand both cos f and sin f in powers of «?. In this way we obtain a system of 
successive differential equations of which we list the first seven equations, as follows: 


fol’ = cost, fy!” =fy sing (48) 

fi’ =— Basing, By” = fy B, cos€ + frsin (49) 
fa’ = — By sin & — = By" cos £ (50) 

Be!’ = (fa — Jo Ba®) sin E + (fs Ba + fe Bs) 008 & (51) 
fo!’ = — Ba By 008 & — (By — > Bo?) sin é (52) 


The solutions of (48) to (52) must be periodic of period 2 2 in &. We list below the 
form of these solutions for equations (48) to (50). 


fo =—cosé, B, = ~sin2é (53) 
: 1 
fy = 7g [es § —-g 0083], bP =a father pa (54) 
10 7 
f= — [cos & — seq cos 3 & — gag cos 5 :| (55) 


In terms of these expansions we have for the dimensionless moment m, 


maf Lf) + 2h fal a + i) + 2h flat +... ]de (68) 
0 
Introduction of (53) to (55) results in the following explicit formula for m, 
1 1 
M=A4—=_ar— gee? tess (57) 
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Equation (57) is in agreement with our previous result for this problem? and reduces, 
upon omission of all terms except the first two, to Brazier’s result’. 

In order to delineate the range of values of « which is of practical interest, we 
determine the value of « for which flattening instability occurs. This value of « is 
obtained by solving the equation dm/da = 0. From (57) follows for this value accord- 
ing to Brazier «j = 8/3 ~ 2.666 while if «° is retained in (57) we obtain ag = (2/5) 
(1201 — 9) ~ 2.071. Corresponding values of m are mg = 1.086 and mc = 0.998. 
These numerical data indicate that the exact value of m for which dm/da = 0 may 
differ from Brazier’s value by an appreciable amount. They also indicate that it will 


be of interest to obtain numerically more accurate solutions of (43) and (44) than given 
here, for values of «? in the range from two to three. 


(Recewed July 25, 1960) 


Entwicklung auf dem Gebiete der Armierungsstahle 
Bewertung des Sicherheitsgrades 


Von M. Ro (Baden/Schweiz) und A. Eichinger (Emmenbriicke/Schweiz) 


Zusammenfassung. Die Frage der Beurteilung des Sicherheitsgrades bei Stahlen auf Grund von 
Minimalwerten bzw. von Mittelwerten und zulassiger Abweichung wird diskutiert. 


Seit etwa gut drei Jahrzehnten sind auf dem Gebiet der Armierungsstahle grund- 
sitzliche Veranderungen eingetreten. Zu dem friiher fast ausnahmslos verwendeten 
gewohnlichen Betoneisen kamen allmahlich die hochwertigen Stahle mit glatter und 
mit profilierter Oberfliche fiir schlaffe und fiir vorgespannte Armierung hinzu. Zur 
Hebung der Festigkeit werden verschiedene Herstellungsverfahren angewendet, wie 
Kaltverwinden unter Zug, Kaltrecken, Legieren (besonders mit C, Si, Mn), Ziehen im 
Walzzustand, bzw. im patentierten Zustand der Drahte, Anlassen und Vergiiten. Zu 
den Anforderungen an die Streckgrenze und Festigkeit, bei noch ausreichender Zahig- 
keit, kam mit steigender Dimension und Hohe der zulassigen Beanspruchung die 
Haftfestigkeit hinzu, die durch geeignete Profilierung der Oberflache der Stahleinlagen 
auf die gewiinschte Hohe gehoben werden kann. 

Durch diese Entwicklung wurden — aufer wirtschaftlichen Vorteilen — viele 
technische Moglichkeiten im Stahlbetonbau erst neu geschaffen, die aber eine ver- 
scharfte Kontrolle der Baumaterialien erfordern. Die gegenwirtig giiltigen Vor- 
schriften, Normen und Richtlinien machen die zulissige Beanspruchung eines Werk- 
stoffes in erster Linie von seinen im Laboratorium ausgewiesenen Festigkeitseigen- 
schaften abhingig. Dabei wird entweder der Mindestwert fiir eine Materialgruppe, 
oder der Mittelwert mit zulassigen maximalen Abweichungen vorgeschrieben. 

Beide Arten der Festlegung des charakteristischen Wertes fiir einen Werkstoff: 
a) des Minimalwertes und b) des Mittelwertes mit zulassigen Abweichungen der 
Einzelwerte, sind in dieser Form anfechtbar. 


I. Minimalwert 


Dieser hingt naturgemaB von der Anzahl Proben ab, indem bei groBer Probenzahl 
niedrigere Werte erwischt werden als bei geringer Probenzahl. Grundsatzlich stellt 
sich die Frage, ob bei zunehmender Probenzahl der Mindestwert gegen Null geht oder 
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nicht. Wird die sogenannte Normalverteilung der Merkmal-Abweichungen vom Mittel- 


wert angenommen, dann miiBte in der Tat mit zunehmender Probenzahl mit immer 
kleineren Mindestwerten gerechnet werden. 


II. Mittelwert 


Desgleichen kann der Mittelwert bei kleiner Probenzahl von jenem bei grofer 
Probenzahl erheblich abweichen. Eine Vorschrift, die bei Stahlen sowohl den Mittel- 
wert, wie auch die noch zulissige Abweichung der Einzelwerte bei relativ geringer 
Probenzahl festlegen wiirde, wire bei Abnahmen von einzelnen Losen in der Regel 
nicht tragbar. Aus diesem Grunde sind auch bei Stahlen in den meisten Lindern nur 
die Mindestwerte, die garantiert werden miissen, festgelegt. Bevor darin eine Anderung 
vorgenommen werden kann, miiBte im Hinblick darauf, daB mit einer Normalver- 
teilung der Abweichungen bei den Festigkeitseigenschaften nicht immer zu rechnen 
ist, der von jeweiliger Probenzahl abhangige Mittelwert und die noch zulassige maxi- 


male Abweichung fiir jedes Merkmal und jedes Werk gesondert durch grofe Proben- 
reihen untersucht werden. 


Anders liegen die Verhaltnisse beim Beton. Werden wahrend dem Bau Vergleichs- 
wiirfel laufend gepriift, dann mu8 bei entsprechend groRer Probenzahl auch mit solchen 
Kinzelwerten gerechnet werden, die unterhalb den in den Normen festgesetzten 
Mindestwerten legen. Die gegenwartig giiltigen Vorschriften fiir die Wiirfelfestigkeit 
des Betons kénnen bei beliebig groBer Probenzahl in der Regel nicht eingehalten 
werden. Anderseits geht die Annahme der Normalverteilung, nach der auch mit zu- 
nehmender Probenzahl mit immer kleinerem Mindestwert gerechnet werden miiBte, 
zu weit. Daf dem nicht so ist, beweist die Erfahrung, indem die wirklichen Schaden 
stets auf besondere Umstande zuriickzufiihren waren, die von der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung gar nicht erfaBt werden kénnen. Diese AusreiBer fiigen sich namlich bei 
statistischer Auswertung groBer Priifreihen der normalen Glockenkurve nicht ein, 
sondern treten manchmal in solchen Bereichen auf, in denen sie nach den iiblichen 
Annahmen der Wahrscheinlichkeitsrechnung gar nicht erwartet werden sollten. 


Ein wesentlicher Unterschied in der Beurteilung der Sicherheit eines Bauwerks 
ist noch zu machen je nach dem, ob das im Werk hergestellte Material laufend (wie 
beim Stahl) gepriift wird, wobei ungeniigende Lose bzw. Chargen ausgeschieden 
werden kénnen — oder ob die Vergleichswiirfel wahrend dem Bau (wie beim Beton) 
gepriift werden, ohne daB normalerweise das den ungeniigenden Proben entsprechende, 
bereits verarbeitete Material, von der Verwendung ausgeschlossen werden konnte. 
In letzterem Fall mu8 mit gréBeren Abweichungen gerechnet werden. Es mu aber 
die Méglichkeit offen bleiben, da im Fall véllig ungeniigender Versuchswerte der 
entsprechende Bauteil entfernt werden miiBte. Bevor mit dem Bau weiter gegangen 
wird, sollte naturgemaB die Ursache der Mangel abgeklart und nach Moéglichkeit 
behoben werden. Sich auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung unter der Annahme der 
sogenannten Normalverteilung der Abweichungen auszureden, ware ein gefahrliches 
Unterfangen, das durch die bisherigen Erfahrungen nicht gerechtfertigt werden 
kénnte. Man kann nicht den ganzen Sicherheitsgrad nur zur Deckung der Schwan- 
kungen der Materialeigenschaften aufzehren, indem dieser noch viele andere Mangel 
zu beriicksichtigen hat, wie: Fehler in den Belastungsannahmen, in der Konstruktion, 
Berechnung und Ausfiihrung, Setzungen der Geriiste und des Baugrundes, sowie 
Mangel im Unterhalt des Bauwerks und dergleichen mehr. Wie weit man mit den 
zulassigen Spannungen bei festliegender Bemessungsart gehen darf, hangt auch von 
der Treffsicherheit in der Erreichung der erforderlichen Festigkeitswerte ab, was 
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noch von Werk zu Werk und Land zu Land verschieden sein wird. Diese Frage kann 
nur durch langjihrige Erfahrung fiir ein bestimmtes Land oder sogar nur fiir ein 
Werk bzw. eine Baustelle beantwortet werden (beispielsweise je nach dem zur Ver- 
fiigung stehenden Sand, Kies, Zement und Wasser sowie Betonierungsanlagen beim 
Beton). 


Zusammenfassung und Schluffolgerungen 


Die Beurteilung des Sicherheitsgrades auf Grund des Mittelwertes und der zulis- 
sigen Abweichungen nach unten, wie auch bei gewissen Werten — z. B. Harte und 
Festigkeit — mit Angabe des Grenzgebietes nach oben, ist nach unserer Erfahrung 
auf die Stahle vorlaufig nicht allgemein anwendbar. Nach den gegenwartig giiltigen 
Normen, Vorschriften bzw. Richtlinien miissen von den Lieferwerken Mindestwerte 
allein bzw. Grenzwerte allein garantiert werden, jedoch nicht Mittelwert und Grenz- 
werte zugleich. Die Lose mit ungeniigenden Ergebnissen werden ausgeschieden, 
so daB sie in das Bauwerk nicht gelangen sollten. Auf das abgelieferte Material kann 
demnach die Wahrscheinlichkeitsrechnung, unter der iiblichen Annahme der sogenannten 
Normalverteilung (Glockenkurve), keine allgemeine Anwendung finden. Ob bei Betonbau- 
werken mit laufender Priifung von Vergleichswiirfeln wahrend dem Bau, die Annahme 
einer Normalverteilung brauchbar ist, mu8 die Erfahrung lehren, was noch stark davon 
abhangen wird, ob es sich vorwiegend um Handarbeit oder um maschinelle Herstellung 
handelt. Zuweitgehende Schliisse aus der Annahme einer Normalverteilung — so 
auch jene betreffend die Méglichkeit bzw. Wahrscheinlichkeit volliger Versager — 
sind nicht begriindbar. Dagegen kann beim Beton — abweichend vom Stahl — der 
Mittelwert mit zulassigen Abweichungen, das Material waihrend einer Bauperiode 
besser charakterisieren als der Mindestwert allein, wobei aber auch fiir den Mittelwert 
eine von der Probenzahl abhangige Abweichung toleriert werden miiBte. 


Die negative Stellungnahme zur Frage der Beurteilung des Sicherheitsgrades bei 
Stéhlen auf Grund des Mittelwertes und der zulassigen Abweichungen ist so aufzu- 
fassen, dafX dies vorlaufig und zwar mangels an ausreichenden Auswertungen der 
wirklich vorhandenen Verteilungsarten der Abweichungen vom Mittelwert fiir die 
verschiedenen Eigenschaften der Stahle, praktisch nicht durchfiihrbar ist. Eine 
Normalverteilung ohne Transformation des Merkmals anzunehmen, ohne den not- 
wendigen Ausweis auf Grund der Auswertung von umfangreichen Versuchsreihen, 
ware zu problematisch, als daB sie fiir bindende Qualitatsvorschriften von Staihlen 
in Frage kame. Sollen die Garantiewerte von den gegenwartig giiltigen Mindestwerten 
auf Mittelwerte und zulassige Abweichungen umgestellt werden, dann mii®ten zuerst 
die in den einzelnen Werken vorhandenen groBen Priifreihen statistisch ausgewertet, 
in die einzelnen Kollektive getrennt und eventuell notwendige Transformationen der 
Merkmale vorgenommen werden. Diese Ergebnisse werden von Stahlmarke zu Stahl- 
marke, von Werk zu Werk abhangig sein, so daB eine gegenseitige Abstimmung not- 
wendig sein wird. Die weitere Aufgabe wird darin bestehen, die Korrelation, d. h. die 
Beziehung zwischen verschiedenen Merkmalen (z. B. chemische Zusammensetzung 
und Festigkeitseigenschaften) zu ermitteln. Dieses Sammeln von Kenntnissen und 
Erfahrungen wird sich unter Umstiinden auf viele Jahre erstrecken, und es kann im 
voraus gar nicht abgesehen werden, ob dieser Weg zu einer baldigen Einigung zwischen 
den nach verschiedenen Herstellungsverfahren arbeitenden und iiber eigene, besondere 
Erfahrungen verfiigenden Werken fiihren wird. Jetzt schon dieser folgenreichen Ent- 
wicklung vorgreifen zu wollen, wire nicht vertretbar und durch die bisherigen Er- 
fahrungen auch nicht zu begriinden. 
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Fir die Beurteilung der Giite eines Stoffes im allgemeinen und des Stahles im 
besonderen, seiner Gebrauchseignung und der sehr wichtigen Baustellensicherheit, 
sind nicht allein die in den Vorschriften festgesetzten Werte der Streckgrenze, Festig- 
keit, Dehnung und Biegefihigkeit maBgebend, vielmehr miissen auch die iibrigen 
Materialeigenschaften gebiihrend beriicksichtigt werden, beispielsweise bei einem 
Armierungsstahl u. a.: Kontraktion, Biegevermégen ohne und mit Entlastungen bzw. 
Riickbiegen, Empfindlichkeit auf Oberflachenverletzungen und Korrosionsnarben, 
Spannungsrifkorrosion, Ermiidungs- und Dauerstandfestigkeit — Kriechen und 
Relaxation — auch bei zufalligen Uberlastungen, Haftfestigkeit auch bei nicht ganz 
einwandfreier Umhiillung der Stibe bzw. Drahte mit Beton, Kerbwirkung des Profils 
am Stab und Sprengwirkung im Beton, Fiillvermégen der Hohlraume mit Beton bzw. 
InjektionsmG6rtel, u. a.m. Erst dieses Gesamtbild aller maBgebenden Eigenschaften 
in Form von wegleitenden Richtlinien statt Vorschriften liefert die fiir die Bau- 
stellensicherheit entscheidende Materialcharakteristik, wogegen die Uberziichtung 
einiger Giitewerte meist auf Kosten anderer, unter Umstinden wichtigerer Werte 
gehen miiBte. 

Bei dieser Beurteilung der Gebrauchseignung eines Materials fiir einen bestimmten 
Verwendungszweck kann die sinngemife Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung niitzlich sein, sie kann aber die grundlegenden Erkenntnisse und Erfahrungen 
der Stoffkunde, die eine Wissenschaft und Kunst zugleich ist, nicht ersetzen. Uberall 
dort, wo der denkende und fiihlende Mensch in das Naturgeschehen eingreift, spielen 
auch Vernunft und Unvernunft, Gliick und Ungliick, Verdienst und Schuld eine Rolle, 
was die Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht zu erfassen vermag. 


(Eingegangen am 15. Juni 1960) 


Die Berechnung von Trigerrosten mit Hilfe der Matrizenrechnung 


Von R. Schindler, Wien 
Mit 3 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Es wird gezeigt, welche Vereinfachungen sich bei der Behandlung von 
Tragerrostproblemen durch die Verwendung der Matrizenrechnung ergeben. 


I. Einleitung 


Bereits im Jahre 1927 hat Melan in seinem gemeinsam mit Bleich herausgege- 
benen Buche ,,Die gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen der Baustatik” 
die grundsitzliche Berechnungsmethode von Rosten mit Hilfe von Eigenlésungen 
erstmalig angegeben. Trotzdem dauerte es 12 Jahre, bis diese Berechnungsart Eingang 
in die Praxis des Bauingenieurs gefunden hat. Mag der Grund hiefiir der fiir die da- 
malige Zeit noch schwierige mathematische Stoff oder die mangelnde statische Er- 
klarung der einzelnen Berechnungsschritte gewesen sein, jedenfalls hat man wahrend 
der Zeit vor 1939 Rostberechnungen auf Modellversuche mit Drahtnetzen aufgebaut. 

Nun ist seither dem Bauingenieur die Matrizenrechnung zu Hilfe gekommen. 
Wenn auch die Lésung von Gleichungen mit Hilfe von Matrizen sich grundsatzlich 
mit der bisherigen Methode mit Hilfe von Summenansiatzen inhaltlich deckt, so ist 
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dennoch die Operation mit Matrizen wesentlich einfacher und ibersichtlicher sie 
gestattet hiedurch, auch fiir schwierigere Aufgaben leicht verstandliche Loésungen zu 
finden. 

Es soll zundchst an Hand des gewohnlichen Tragerrostes die Losung mit Hilfe der 
Matrizenrechnung vorgefiihrt werden. Hiebei kénnen die uns schon bekannten stati- 
schen Erklarungen der Losungsschritte besonders einfach und deutlich abgelesen 
werden. Im weiteren wollen wir dann schwierigere Rostaufgaben behandeln, deren 
Lésung in der vorgefiihrten Allgemeinheit meines Wissens noch nicht bekannt ist. 

Wir beschranken uns hiebei auf Rostanordnungen, die eine Aufspaltung der 
Lésungen nach a und y gestatten. Demgema8 setzen wir voraus, da die hier behandel- 
ten Roste grundsatzlich aus einer Schar paralleler Langs- und Quertrager bestehen. 
Die auBere Belastung greift durchwegs an den Knotenpunkten des Rostes an. Belastun- 
gen zwischen den Knoten kénnen in bekannter Weise dadurch in gleichwertige Knoten- 
angriffskrafte tibergefiihrt werden, da man sich den Rost voriibergehend in den 
Knotenpunkten starr gelagert denkt und die zugehérigen Knotenauflagerkrafte 
bestimmt. 

Beziiglich der Matrizenansatze sei hervorgehoben, da wir quadratische Matrizen 
durch runde Klammern, rechteckige Matrizen und ein- oder mehrdimensionale Vek- 
toren durch eckige Klammern kennzeichnen. Diagonalmatrizen werden durch grie- 
chische Buchstaben in runden Klammern kenntlich gemacht. Die Einheitsmatrizen 
nach x bzw. y schreiben wir mit (1,,”) bzw. (1,’,). 

Um das Lesen der folgenden Matrizen- und Vektorgleichungen zu erleichtern, 
werden die Matrizen und Vektoren ausfiihrlich mit Zeigern versehen. Da die hier 
behandelten Roste aus zwei Scharen paralleler, in X- bzw. Y-Richtung verlaufender 
Trager bestehen, so sind die zugehérigen Vektoren grundsatzlich zweidimensionaler 
Ordnung und besitzen daher zwei Zeiger verschiedener Art, also z. B. [M,,], [Pi;] 
usw. Die zugehorigen Matrizen kénnen infolge der vorausgesetzten Ahnlichkeit der 
Tragerscharen in X- und Y-Matrizen aufgespaltet werden. Dementsprechend werden 
diese mit zwei Zeigern gleicher Art ausgestattet, also z. B. (A,,’), [B,’,] usw. Vektoren 
und Matrizen sind hiermit durch den grundsatzlichen Unterschied in ihrer Zeiger- 
bezeichnung von Haus aus gekennzeichnet. Hiebei stellt der erste bzw. zweite Zeiger 
jeweils die Zeilen- bzw. Spaltennummer dar. 

Bei der Durchfiihrung der Rechenoperationen in Matrizen- oder Vektorgleichungen 
werden bekanntlich die Zeilenvektoren der jeweils links stehenden Matrizen oder 
Vektoren mit den Spaltenvektoren der unmittelbar rechts stehenden Matrizen oder 
Vektoren skalar multipliziert. Dementsprechend stimmen immer die zweiten Zeiger 
der links stehenden Matrizen oder Vektoren mit den ersten Zeigern der rechts stehenden 
Matrizen oder Vektoren iiberein. Diese Zeiger werden bei der Durchfiihrung der 
skalaren Multiplikationen geléscht. 


II. Einfeldtragerrost mit Tréigern ohne Torsionssteifigkeit 
Gliederung des Rostes gemaf Abb. 1: 


(m + 1) parallele Langstrager als Kinfeldbalken in beliebigen Abstinden a, = «, - a 
mit zueinander ahnlichem, aber sonst beliebigem Tragheitsmomentenvyerlauf: J pS 

(n — 1) parallele Zwischentrager in beliebigen Abstanden e, = ¢, e mit zueinander 
éhnlichem, aber sonst beliebigem Trigheitsmomentenverlauf: J,, =, - ee 
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Die Endquertrager sind parallel zu den Zwischenquertraigern. 


ME 
2—1 


Vektor der Langstrigerknotenmomente: [M,,], Ordnung 


Vektor der Quertrigerknotenmomente: [May], Ordnung ea 


Vektor der Durchbiegungen: [24], Ordnung be | 
Vektor der Knotenlasten: [P,,], Ordnung eee 


jD-7Y ZY \oen y 
~ETY zy Zari 
te hae | EE hee 
Ms, y 
Abb. 1 


Bestimmungsgleichungen in Matrizenform 
a) fiir die Langstragerschar: 


ay (A) [M,y°] 5 — i (B,»') [Za'y" | (1,7,) Ge [0] #4 hi eekea! Gleich. 
1 
SPS er C1 Sy a gn [| Gleich. 


b) fiir die Quertragerschar: 


2 = 
= (Y799')-? [Mgr] (Ay’y) — 6 (ae’) 2e'y’] [B'yy] = [0] rohat| Gleich. 
HJ m—1 
I We m+ 
deed esl iercs fi eeg dog ieee eres ae poy tt | Gleich 
Knotengleichungen : 
[Pi] + [Pf] = [Pa]... -- ———"*1) Gleich. 
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In den obigen Doppelgleichungen beinhalten bekanntlich die erste Gleichung die 
Kontinuitatsbedingung am Orte der Knoten (Clapeyron) bzw. die zweite Gleichung 
die Gleichgewichtsbedingung gegen lotrechte Verschiebung am Orte der Knoten. 


In den Gleichungen sind: 
(A,,’) und (B,,’): reelle, symm., quadrat. Matrizen der Ordnung (n — 1) 
(A : 
[B,’,]: ee Rechteckmatrix der Ordnung eee 
[B’,’,]: die hiezu transponierte Matrix 
(Yoo’) bzw. (1gg’): eine Diagonal- bzw. die Einheitsmatrix, Ordnung (n — 1) 
(y,’y) baw. (1,’,): eine Diagonal- bzw. die Kinheitsmatrix, Ordnung (m + 1) 


yy): eine reelle, symm., quadrat. Matrix der Ordnung (m — 1) 


Die Variabilitat der Tragerabstande («,, «,) und des Tragheitsmomentenverlaufes 
(jo: Jy) Kommt in den Einzelgliedern der Matrizen A und B zum Ausdruck. 


Sollten 


De j y Ex Ky 1 


sein, also Trager in konstanten Abstanden e bzw. a und mit konstantem Tragheits- 


momentenverlauf y, -J bzw. y, - J, so lauten die Matrizen z. B. fiir (n — 1) = 6, 
(m —1) = 4: 


£0 OOO 2k 6") 0 oO 
1 A Sh COLAO et agen te LOO meG A Es 
Om bated S00 O2i.e0. tO ae 1 4 hee 
42 = 10 6 1.4 1 Ol? ed = 0) Oa. 2 5 0]? 4u) =]o 1 4 1b 
OUOsrOa 1 s4. aL 0. O80) (ovat 001 4 
On Wee Oo BO el ait Oe 0. Oe 
i ik, 1G. tar 
Died OG eee a | eae 
O20 ,22 15 0.0 , es atcee 
[By] = 0, Oak 2 =) Oi [B’y,] = ath od 
0: .0%0.21. 2eI OO te ot 
= 0; 0 Ost 


Wir erkennen augenscheinlich, daf die Variabeln x und y in den Gl. (1) und (2) in 
getrennten Matrizen links bzw. rechts der Vektoren auftreten. Jede der Gl. (1) und (2) 


enthalt hiebei immer mehrere Unbekannte M, M und z. Bei den bisherigen Lésungs- 
methoden hat man getrachtet, durch einen geschickten Lésungsansatz, den man 
entweder durch Probieren oder durch statische Uberlegungen gewinnen mufte, die 
Anzahl der Unbekannten pro Gleichung auf Kins herabdriicken. Dieser Weg fiihrt 
immer iiber die zugeh6rigen Kigenlésungsgleichungen, die man also finden muBte; denn 
zu jeder grundsatzlich verschiedenen Rostanordnung gehéren eigene, voneinander ver- 
schiedene Kigenlésungsgleichungen. Wir werden spiter einige Typen dieser Gleichungen 
kennen lernen. 

Bei Matrizenmethode hingegen findet man die zugehérigen Higenlésungsgleichungen 
ohne Spekulation, indem man die Rostgleichungen nach den Regeln der Tensoralgebra 
weiter behandelt, wie wir dies jetzt vorfiihren werden. 
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Wir ermitteln zunachst aus den ersten der Gl. (1) und (2) die Vektoren M und M: 


[My] ais os (Agr (Ba'e"’) [2n’*y? (ats) | 


u) : (4) 
[My] = neo. (Yex') [en’y’] [B' yy] Cape: | 


Hiermit lauten die zweiten der Gl. (1) und (2): 


6 HST 

> By ) (A, x rs (By''y’") [Z,," yl (Yy'y) al Lee | 

6 ET p 0) 
@3 (Yun) [2n'y"] [B vv! (Ayrryerr)-? [Byry] oa Peay . 


(Brx’) (Aiggt)—} (Byie'”’) zh (Dax'*’) 
(6) 


Wir erkennen, dai (D,,”) bzw. (D,;,) reelle symmetrische Quadratmatrizen von der 
Ordnung (n — 1) bzw. (m + 1) sind. Hiermit lauten die Gl. (3): 


ae ne (Yex’) [Ze'y’] (Dy'y) ae (2 fe) . (7) 


e3 (Dyx') [ee’y7] (Yuu) + 
Dies ware vom Standpunkt der Matrizenrechnung aus bereits die Lésung, und zwar 
ergabe sich [z,,] aus der Inversen zu einer x y-Matrix, die fiir jedes J und J neu zu 


berechnen ware. Um dies zu vermeiden und um J und J in der Lésung explizit zu 
erhalten, werden die beiden X- und die beiden Y-Matrizen der Gl. (7) durch Transfor- 
mation je auf eine gemeinsame Normalform gebracht. 


Man setzt zunachst nach den Regeln der Tensoralgebra: 
(02) (Dare’) (Va’n’) = Ann’) - (8a) 


Hierin sind (v,,,) ein Biindel von (n — 1) linear unabhangigen Transformationsvektoren, 
also (v',,) eine reelle, im allgemeinen unsymmetrische Quadratmatrix und (A,,’) eine 
Diagonalmatrix, beide der Ordnung (n — 1). 

Derartige Transformationsansiatze fiir (D,,’) gibt es unendlich viele. Man ist also 
auch noch in der Lage, eine zweite gleichartige Matrix, hier (y,,’), nach denselben 
Transformationsvektoren zu entwickeln. Man setzt also 


(pe) (Ye) Varn’) = (Man’) « (8b) 


Aus (8a) und (8b) 1a8t sich nun die Transformation ermitteln. Zu diesem Zweck be- 
rechnen wir: 


(Daa!) = (0" ax)? Ana’) (Vr'a’) 
(You) * = (Vox) (71 Man’) (Vea) 
(Yen’)~* (Do'a!’) = (Vax) (2% [una ) (Vx'a"* 
Man kann hiebei, unbeschadet der Allgemeinheit der Losung, 


(Mae) = ix’) 
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setzen und erhalt: 


(Ye0’)~* (Da'a!’) Ua’) = (Caz) Ane’) - (9) 


Es ist dies eine homogene Gleichung in v,,, die typische Form einer Eigenlosungs- 
gleichung in Matrizenschrift. Sie ergibt im allgemeinen: 


(n — 1) reelle Werte A,,, (k = 1, 2, ... ™ —1), die sogenannten Eigenwerte, und 
(n — 1) linear unabhangige Transformationsvektoren v,, (k = 1,2, ... — 1), die 
sogenannten Higenlosungen. 


Gl. (9) stellt die zur vorliegenden Rostanordnung zugehorige Higenlosungsgleichung 
in X-Richtung dar. 
In der gleichen Art entwickeln wir in der Y-Richtung: 


(10) 
(v; y ) (Vu'a) (v4) =a (1,";) 
Hieraus 
(Dy'y) = (Wye) * (Ava) CPi 
a4) a (vy’s) (Vix) 
(Dy'y’’) Wirie = ee (vy's’)* (A,"4) (Viy) 
oder 
ey) Die) Yaa) ~ = Bea) Ca) (11) 


d. i. die zur vorliegenden Rostanordnung zugehorige EHigenlésungsgleichung in 
Y-Richtung. Sie liefert im allgemeinen: 


(m + 1) reelle Kigenwerte 4,, (i = 1, 2, ... m + 1) und 
(m + 1) linear unabhangige Transformationsvektoren v;, (¢ = 1,2,...m + 1), die 
Eigenlosungen. 


Mit den Transformationen (8a), (8b) und (10) gehen wir nun in die Gl. (7) und 
erhalten: 


A (in)? Caw’) (Dore)? Beaty] (0y'a)-® (vig)? + 
CR 
Ge (Pun) * re’ )—* [n'y] (Vy?) * ee) Ua)=* AP SI 
oder: 
6 ES va 
A (ae) Ove)? Beaty] (Oy)? + AS (Opa)? ety] (Oye)? ee) = 
Setzen wir nun abkiirzend: 
(Uxa)—* [Zoey] (Uys)? = [Ze] ve 43) 
(va) [Pag ieg,) = Lea (14) 
so lautet Gl. (12): 
ase (les). [eel eae aa) ee (15) 
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Man gewinnt also fiir jedes z,; die Beziehung 


6 EI 6 ET 
-) dex + a it My = Py (15’) 
oder mit der Einfiihrung: 
J (@)3 
® =F (=) und gy: = dag + ® - Ay (16) 


die einfache ki-Vektorgleichung: 


ue lei] = ie \ a Se eee Pees Werte (17) 


und schlieBlich aus der Umkehrung von (13) das Resultat: 


leew) = gay (a) |{S},,] (a): (1 


Nun berechnen wir noch die Knotenmomente. Zu diesem Zwecke setzen wir abkiirzend: 


ee eae a y= Ga iret... ony: |; 2=!| Werte 
| (18) 
Perea = fe} [a | Werte 
und erhalten aus Gl. (4) und (I) 
fiir die Knotenmomente der Lingstrager : 
ie 
[Mey] = ¢ + ar) |{ =}, | (ar) Ove (I) 


und fiir die Knotenmomente der Quertrager: 
= & 
(Ml = - ® - (Yeu) (Ue) |[7), | fal: (IID) 


Aus den Transformationsgleichungen (8a), (8b) und (10) kénnen wir miihelos die 
statische Bedeutung der Transformationsschritte ablesen. Wir ersehen hieraus, daB es 
bei der gegenstindlichen Rostanordnung k - 7 voneinander unabhangige Kinheitsver- 
formungszustande gibt, bei denen die Durchbiegungseinheitsvektoren v,,, - v;, sowohl 
zu den zugehérigen Knotenkrafteinheitsvektoren der Langstrager als auch zu den zuge- 
hérigen Knotenkrafteinheitsvektoren der Quertrager orthogonal sind. Infolgedessen 
miissen die beiden Krafteinheitsvektorenbiindel zueinander parallel sein. Diese Bedingung 
bildet den statischen Inhalt der Eigenlosungsgleichungen (9) und (11). Da sich die Zahl 
der unbekannten Durchbiegungen z,, mit der Anzahl obiger k 1-Rostzustande deckt, 
so ist es méglich, jede gegebene Belastung P,, in diese ki Laststufen aufzugliedern, 
wobei infolge der Orthogonalitaét derselben jede Laststufe nur eine Unbekannte 2,,; 
enthalt; siehe Gl. (17). z,, stellt hiebei den Verformungsvektor im kz -ten Belastungs- 
zustand dar und ist einerseits dem zugehérigen Lastvektor P,,; direkt, anderseits dem 
zugehorigen Steifigkeitsvektor o,, indirekt proportional. 

Zum AbschluB dieses Kapitels wollen wir noch kurz auf zwei bereits bekannte Varia- 
tionen des vorgefiihrten Verfahrens eingehen. 

Man kann z.B. die Transformation der Rostgleichung (7) auf die Y-Seite 
beschranken. Man erhalt dann mit den Gl. (10): 


SET (Dag) lea’) (Byrd)? (Wig)? + a nw’) [Raa] (042? ee) Wi)? = [Pal 
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oder: 


SET y_) [ey] (ed? + ae) awd Oo ed — Tee 


e3 


Wir setzen nun abkirzend: 


[Zak (oe =a [Za] (20) 
[Pas] (05,) = [Pail (21) 

Hiermit lautet Gl. (19): 
SAF (Dax) (ex = [Pad — Sa Oa’) Beare ed) (22) 


Dies sind die Bestimmungsgleichungen fiir einen Langstragerstrang mit elastisch 
unterstiitzten (n —1) Zwischenknoten in 7 verschiedenen Zustanden. In jedem 
i-Zustand ist er mit den Knotenlasten P,,; belastet; die zugehérige Bettungszahl im 
Knoten x betragt: 


6ES 
Bai =a a? ‘Van * hii : (23) 


Aus (22) miissen nun die Werte von [z,,] fiir die gegebene Belastung [P,,], Gl. (21), 
berechnet werden. 
Das Resultat ergibt dann die Umkehrung von (20): 


In ahnlicher Form ergeben sich mit Hilfe der Gl. (4) auch die Knotenmomente in den 
Langstragern : 


[Mwy] ae [M,;] (Viy’) (Yy’v) (EVs) 
wobei: . 
EP eee seg pin peraiy 8 


die Momente im elastisch gestiitzten i-Balken unter [P,,;] sind. 


Knotenmomente in den Quertragern: 


[Mey] = = (Yan) are) Le] qv”) 


wobei [w,,] aus der zweiten Gl. (18) zu entnehmen ist. Diese Art der Rostberechnung 
ist in dem 1942 erschienenen Buche: ,,Melan-Schindler: Die genaue Berechnung 
von Tragerrosten“‘, Springer-Verlag, Wien, ausfiihrlich behandelt. 

In gleicher Weise lauft die Entwicklung bei Transformation der Rostgleichungen 
nur nach der X-Seite. Sie ergibt, wie man ohne Ableitung erkennt, das Resultat: 


[ea] = (xx) [2ny]- (V) 


Hiebei sind [z,,] die Durchbiegungen eines in den (m + 1) Knoten elastisch unter- 
stiitzten Quertragerstranges in k verschiedenen Zustianden. In dem k-Zustand ist er mit 
den Knotenlasten : 


[Pv] = (Ue) [Pay] (21a) 
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belastet; die zugehérige Bettungszahl im Knoten y betragt: 


6ES 
Bry = e3 i. Arex “Vuy- (23a) 


In sinngemafer Weise wie oben folgen mit Hilfe der Gl. (4) die Knotenmomente in den 
Langstragern : 


[May] = oy (ton) [ny] (v'v) (v’) 


wobei (w,,) aus der ersten Gl. (18) zu entnehmen ist. 


Knotenmomente in den Quertragern: 


[Mov] = Yen’) Vn'e) Mery] (v’’) 


wobei: 
~- 6 ES ; 
[Mi] a oe (Zpy’ ] [By] (Ay’*,)-* 
die Momente im elastisch gestiitzten k-Balken unter [P,,] sind. Diese Art der Rost- 


berechnung ist in dem 1951 erschienenen Buche: ,,Homberg: Kreuzwerke“, Springer- 
Verlag, Berlin - Gottingen - Heidelberg, ausfiithrlich behandelt. 


Ill. Durchlauftragerrost mit Tragern ohne Torsionssteifigkeit 


Die allgemeine Anordnung eines solchen Rostes zeigt Abb. 2. Er gliedert sich in: 


Abb. 2. 


(m + 1) parallele Langstrager als Durchlaufbalken in beliebigen Abstanden 
a,—=«%, - a und mit zueinander ahnlichem, aber sonst beliebigem Tragheits- 
momentenverlauf: J, = J, -Yy° J 


r parallele Feldquertrager in beliebigen Abstanden e, = «, - e, mit zueinan- 
der ahnlichem, aber sonst beliebigem Tragheitsmomentenverlauf: 
Jig = mre Jy J 


s hiezu parallele Quertrager iiber den Mittelstiitzen und 2 hiezu parallele 
Quertrager iiber den Endstiitzen. 
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Der Vektor der Laingstragerknotenmomente [M,,] hat die Ordnung Fens 


Tes, 


m 


Der Vektor der Feldquertragerknotenmomente [M,,] hat die Ordnung ba 
Der Vektor der Feldknotendurchbiegungen [Zany] hat die Ordnung | gra 


Der Vektor der Knotenlasten [P.,] hat die Ordnung eae 


Bestimmungsgleichungen in Matrizenform 
a) fiir die Langstragerschar: 


= (A x2’) [M o'y'] (Weta) a3 =—6 Peterse [Z’y’ | ay) <= [0] (eis! oie ge Gleich. 
(24) 
(BST Uae Ree ee [2] Gleich. 
b) fiir die Quertragerschar : 
(Yea)? (Mary (Ay’s) — 6 (ee’) e'y'] LB'y'o] = [0]... | F-S=2] Gleich. 
EJ 7 (25) 
(1) gh By eee ee [+1] Gleieh. 
Knotengleichungen: 
A Si bee +o [ey : (26) 


In den Gleichungen sind: 

(A,,’): eine reelle, symm., quadr. Matrix der Ordnung (r + s) 
(A,’,): eine reelle, symm., quadr. Matrix der Ordnung (m — 1) 
[B,.]: eine Rechteckmatrix der Ordnung Ga 


[B,’,]: eine Rechteckmatrix der Ordnung ets 

[B’,.] und [B’,,,] sind die hiezu transponierten Matrizen 

(Yoo’) bzw. (1,,’) eme Diagonal- bzw. die Einheitsmatrix der Ordnung 7 
(yy’y) bzw. (1 
Die Variabilitat der Tragerabstande («,, «,) und des Tragheitsmomentenverlaufes 


eine Diagonal- bzw. die Einheitsmatrix der Ordnung (m + 1). 


A) 


(j4 J) Kommt in den Einzelgliedern der Matrizen A und B zum Ausdruck. Sollten 


In = Jy = && =X = 1 
sein, also ‘Trager in konstanten Abstanden e bzw. a und mit konstantem Tragheits- 


momentenverlauf y, - J bzw. y, - J, so lauten die Matrizen z. B. fiir r = 6, s = 2, 
(m —1) = 4: 


Arles SOMO Os 2O4O ; 
ia tO. OO L Bede Oa OG Oe 
0,214: 0.0. 0020 <1 2 1 1G) 0 eee 
(SUR Teale per: Se Nuk (ips ga C'O=L 8 1 On Geee 

(Aen!) =!) 9 9 9 ay op Oe aaa 0. 0) 0-12 Sr oe Oe 
0.005050) Bede ery O “0: Oe Ge eee 
0 O50) tier © (0: OneOpx@idesge @ 
00° 0 0 OO: time ‘ hs 


— 
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eed eet er ae a) 
2 Oo. 0 Ou O 
Qt 6G" “Od 

: G09) 1 06 

[B'an'] = (et een 
mo O=l=t oO 
Oo 6 OTe 
Gann Othe d 


(A,,), [B,y,] und [B’,-,] wie auf Seite 178. 


Die Durchrechnung verliuft wie in Kap. II, Seite 179, u. f.: 


6 ET 
[My] aes e2 CD ae er [2n'y’ | (Vy'y) 
~ 6 EST @o 
[My] oe i Ye (Vera ) [z’y"] [By] (Ay) 
6EJ 
e [B.’] (A,'_"")"? [B’ ae") [Z_"??y” | (Yy'y) = bes 
6 EJ ; 
a3 (Yox’ ) [Z,’y? ] [B vel Cae ae [Byy] = (Pe) . 
Wir setzen abkiirzend: 
[Baw] (Ante)? [Batt] = (Dent) 
(28) 


[B’,yy”] (Apa) [Byy] ce (Dy'y) 


(D,.’) und (D,,,) sind, wie man sieht, reelle, symmetrische Quadratmatrizen von der 
Ordnung r bzw. (m + 1). 


Hiermit lautet die Rostlésungsgleichung wie auf Seite 179: 


PED el yb er Be Dis) = [Pa (29) 


natiirlich mit einem anderen (D,,’) als auf Seite 179 (D,,’). 


Transformation von Gl. (29) wie in Kap.II. Die zugehorigen Eigenlosungsgleichun- 
gen lauten formal wie Gl. (9) und (11), ebenso die Lésung fiir [z,,,], Gl. (14), (16) und (1). 


Statt Gl. (18) setzt man hier: 


Re ete P= [a] kh ees ecco |_| Werte a 
(Vig?) LB’ yy] (Ayiy7)7? = [Wa] -- ee ees eee | Werte 


Die Formeln fiir die Knotenmomente lauten dann wie Gl. (II) und (III) auf Seite 181. 

Naturgema8 kénnen auch beim Durchlauftragerrost die am Schlu8 des Kap. II 
angefiihrten Variationen der Rostberechnung angewendet werden; siehe die beiden 
dort erwahnten Schriften. 
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IV. Einfeldtragerrost mit torsionssteifen Tragern 


Wir gehen nunmehr an einen wesentlich schwierigeren Rost, namlich an den Rost 
mit torsionssteifen Langs- und Quertragern heran und werden sehen, dab auch dieser 
mit Hilfe der Matrizenrechnung einfach und ibersichtlich zu berechnen ist, wobei 
die Lésungen dem Aufbau nach den Lésungen des gewohnlichen Hinfeldtragerrostes, 
Kap. II, grundsatzlich gleichen. 


Gliederung des Rostes gemaB Abb. 3: 


oz 


(Ney CNay ONG 


Longstrdger, y": Le Ly le y { y 
ee ZY ID*7Y 
ae Zz y ZaALy 

We eae ee ae 
ZY try 
Abb. 3. 


(m + 1) parallele Langstrager als drehsteife Kinfeldbalken in beliebigen Abstanden 
a, =, +a mit zueinander 4hnlichem, aber sonst beliebigem Verlauf der Tragheits- 
momente gegen Biegung und Verdrehung: 


Jay =a Vy IS und JRp = GBs py age 


(n ~—1) parallele Zwischenquertrager, biege- und torsionssteif, in beliebigen Ab- 
standen e, = «,-e mit zueinander ahnlichem, aber sonst beliebigem Verlauf der 
Tragheitsmomente gegen Biegung und Verdrehung: 


Jy = Yo dy JF und Jha tae JD, 


Die beiden Endquertrager sind hiezu parallel und ebenfalls biege- und torsions- 
steif. Mit Riicksicht auf die meist kurzen Feldspannweiten und die meist kraftige 
Ausbildung der Trager kann man sie genau genug als starr gegen lotrechte Biegungen 
betrachten. Die Beriicksichtigung der tatsaichlichen Biegesteifigkeit wiirde allerdings 
keine besonderen Schwierigkeiten bereiten, erscheint aber meist iiberfliissig. Dagegen 


mu die tatsichliche Drehsteifigkeit der Endquertriger zumeist in Rechnung gestellt 
werden. 
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Als statisch Unbekannte wahlt man zweckmaBigerweise die Knotendrehwinkel 
und Knotendurchbiegungen. Gema8 den obigen Ausfiihrungen iiber die Endquer- 
trager haben wir: 


(x + 1). (m —1) Knotenverdrehungen r,, in Langsrichtung, 
(x — 1). (m —1) Knotenverdrehungen r,, in Querrichtung, 
(n — 1). (m —1) Knotendurchbiegungen z,,, der Feldknoten. 


Als auBere Knotenangriffsbelastungen setzen wir allgemein an: 
(n + 1). (m —1) Knotendrehmomente 7',, in Langsrichtung, 


(x — 1). (m —1) Knotendrehmomente 7',, in Querrichtung, 
(n — 1). (m — 1) lotrechte Knotenlasten P,,, in den Feldknoten. 


Der positiv angenommene Sinn der Krafte und Verformungen ist aus Abb. 3 
ersichtlich. 


Abkiirzungen: 
| Bey se ba 2 ee 
Pm Gar ene 8, 


(31) 


Allgemeine Bestimmungsgleichungen der Lingstrager: 


‘fs (Ase) Fear] Ov) + (C'n') |(Z],,.| Or) = ser (PAZ OF. 


[Cay] [tov] v's) + 2 (B)|(=)_ | Ove) = oer PA ee] @ 7 G2) 
n (Beet) Fears] vd) = oxy [PHI [2] Gh 


n—I1 


Allgemeine Bestimmungsgleichungen der Quertrager: 


= . a m 
1 > Geo) [rer] (Bys) = ape [PS] Gh 


5 ee) Fev (Cy)+2(5) Oe) (Z)_, | Brd= ser e- PALE] a. G8) 

15 00") eral (Ayr) + © Yee) |(Z)_.,.| (C're) = sex (FSI [ 22] a 
Knotengleichungen: 

PE tale cad.anthmaviaseael. von v9.23 wy tt | Gleich. 

eBay oD occas vicrris senisiorsid # Ss [2] Gleich. 34) 

0 SG EST RE a an Ban! Gleich. 


In den Gl. (32) und (33) sind: 

(A*,,’) bzw. (B,,’): reelle, symm., quadr. Matrizen der Ordnung (n + 1) baw. (n — 1), 

(A , 

[Cun] baw. [C' gq’): Rechteckmatrix der Ordnung eames 
hiezu, 


) und (B,,): reelle, symm., quadr. Matrizen der Ordnung (m + 1), 


uy 
bzw. die Transponierte 
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(C,,) baw. (C’,,): unsymm. Quadratmatrix der Ordnung (m + 1) bzw. die Trans- 
ponierte hiezu, 

(y" nn’) bzw. (Yyq’): eine Diagonalmatrix der Ordnung (n + 1) baw. (n — 1) 

(yyy): eine Diagonalmatrix der Ordnung (m + 1). 

Die Variabilitat der Tragerabstande (e,, «,) und des Tragheitsmomentenverlaufes 
(ins Jy> JP» jy2) kommt in den Einzelgliedern der Matrizen A, Bund C zum Ausdruck. 
Sollten : 

(I Ne = jyP = & = % = 1 
sein, als Trager in konstantem Abstand e bzw. a und mit konstantem Tragheits- 
momentenverlauf y, J, 7, -J bzw. y,’ J, y, JP, so lauten die Matrizen z. B. 


fir (n —1) = 4, (n + 1) =6, (m +1) = 4: 


allies Vk ees ORs oa 
I= Ae O00 ees a | Pe | 
ve Os FUg Se eO icant) Al Poe 50 
(fog) =| 0 Oa a 10 | eee eee | 
0} OL Oe he. Alek On On la 2 
O70, .O ey = lee 
[Ui 04) OC MOL] 
Te Pee | - 0. lire 
; | ee Pee.) Ol Oeak O06 
(eee Lupita, [Cre] O16 21 0a. ce 
OG Oe Ie 0 100 0-101] 
PO LOR On at ae 
Dee Ne 0 a0 27ST oe 
~ } eke Lee Sis BR ates 
Ge mee mii arts heteed ae | 
LO OMe? 0 O=boe 
ye ONO 1 *0 6 
et ON Or a Bee as 
aed Wis at esi ae oom Ot od 
O'My der 26 21S 
Da in Gl. (32) und (33) die Variabeln x und y durchwegs getrennt auftreten, muB 


auch beim Torsionsrost eine Aufspaltung der Lésungen in a - y-Produkte méglich sein. 
Da aber die Langs- und Quertrager des Torsionsrostes im Gegensatz zum torsions- 
freien Rost in drei verschiedenen Kraftarten (7, P, T) in den Knoten aufeinander 
wirken, so ist eine unmittelbare Elimination einer der drei Unbekanntengruppen 
(t, z, t) ohne Verlust obiger x - y-Trennung nicht mdglich. 

Wir schreiben nun die Gl. (32) und (33) in geordneter Matrizenschreibweise an. 
Wir haben hiebei drei Zahltypen, nimlich w, y und (t, z, tT), also raumliche Matrizen. 

In korrekter Matrizenschreibweise wird die dritte Zahlvariable z. B. mit ,,r“ 
bezeichnet, also angesetzt: 


Toy = Up=t,ays ey = Upao,ays Toy = Uy = 3, ay | 
— : ex: t Y 
Poy = Sy = 1, 043 Poy = Spaz, ay’ Ly = Drea 
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und die Vektorgleichung (32) oder (33) lautet dann allgemein: 

(Mays ’a'y’) ; [Uy *p’y’ ] es LS cols (36) 
Wie wir aus Gl. (32) und (33) ersehen, enthalt jedes Einzelglied der Matrix M fiir irgend. 
ein (7, x,y) zu jedem r’ ein Produkt: a,’ - a,’. 

Um fiir die weitere Entwicklung anschaulich zu sein, wollen wir die a’- bzw. 
y'-Anteile getrennt links baw. rechts vom Vektor [t, z, T] anschreiben, miissen aber 
dann die r- und r’-Zeiger doppelt ansetzen und beachten, da in jeder Vektorgleichung 
nach Art der Gl. (36) immer nur gleiche r- und r’-Glieder abschnittsweise multipliziert 
werden diirfen. 

Wir schreiben also eine derartige Vektorgleichung allgemein wie folgt an: 


eel 2 3 f=1 2 3 
onl (Gz_,') (xx) (Cire) Up’ = 1, wy’ (Qy’y) (b,’y) (Cy’y) Trt Bye 1, ay 
r=2 (Bax") (Qn’) (dan") Up’ = 2, oy’ (by'y) (Qy'y) (dy'y) te as S, = 2, ay (37) 
r= 5 (Cog’) (dx’) (Qnn') Uy’ = 8, 2" y’ (Cy’y) (dy'y) (yy) nes r= 3, ay 


Ks ergibt sich dann z. B. S 


r= 2; av" ‘ 
[Seay] = (b,2') [U1 9'y’] (by) + ("een") [te n’y’ | (@’y'y) i (dng ) [Usa’y’ | (d,’y) (38) 
Gl. (32) und (33) in der Schreibweise (37) und (38) lauten nunmehr: 


ae | 2 3 tae lk 2 3 
ae ' 1 
rat [Ys (Ate) 2 (Ciel 101 \ twee | van fred [5 ved) © 
i 1 == 
en2{ 21Car12(Bx) (0) [| v2 Ja Ov) Ove) 0) 
r-s\ [0] (0) (Ba) L tery Sens \ 0) ) ve) er 
shes ae 
é 
eee Coe a ee 
Th, r=3 
= 1 2 3 f= l 2 3 
r=1 (V20") [0] [0] Tp’ y’ f= 4 n (Byy) (0) (0) 
1 Z F fe\2 é 
rao {01 (re) (Free) |] (EZ). free | 215) Grad 25 Crd} = 
i 4. a 2) | 
r=3 [0] ES Van’ (7x0) Tz’ y’ lied, (0) “ (=| (C a ca (Agi) 
Pe (40) 
fee r= 
= a e+ ib r=2 
6 EST ny 
/ Ue r=3 


Wir haben hiebei die y-Matrizen durch Einfiihrung des willktirlich gewahlten Faktors 
1/, regular gemacht und dies in den benachbarten Matrizen ausgeglichen. Die X-Gesamt- 
matrizen bzw. die Y-Gesamtmatrizen sind regular, symmetrisch von der Ordnung 
[(m + 1) + 2 (n —1)] = (32 —1) baw. 3(m + 1). Sie enthalten nur Zahlen- und 


eG ; : 
dimensionslose Verhaltniswerte 7, 7,7 > Yan’ und »,’,, die entweder bekannt sind oder 


vorher geschatzt werden miissen. 
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Der weitere Weg erfolgt nun in der aus Kap. II bereits bekannten Art. 

Wir transformieren zunachst die X-Matrizen der Gl. (39) und (40) nach r und &, 
wobei wir beachten, da8 r von 1 bis 3 und k fiir r = 1 von 1 bis (n + 1) baw. far7¢ = 2 
und 3 je von 1 bis (n — 1) reichen. Die Transformation erfolgt grundsatzlich in gleicher 
Art wie in Gl. (8a) und (8b) des Kap. II. Hiebei fiihren wir statt der einen r-Zahlung 


Buchstaben ein; es gehért w zutund 7',v zu “ und P, w zu 7 und vip 


(Wpr)r=1 [Ure la [Wels ls (A’,") 2 [Cr0’] [0] (Wen )r’ = 1 (We're [We're ]s 
[Wpelr—2 (Ure)e (Wye) 2 [Cue] 2 (Bax) (0) [V’ |p’ =1 (Uy’x)2 (Ux’x) 3 
ee ee 5 FS (Wyx)s [9] (0) 4 (Bz) [Waele =1 W(a'n)2 Mla’) 8 (41) 
(Ajx)1 [0] [0] 
= [0] (Ani)o (0) 
[0] (0) (Anes 
(Wye) [Ure] [Wye li (Yin’) [0] ae (Wy'x)1 [We'ele (We'e]s 
[ojele (eae pada || [01 (rae) (5 Yeu’) |[ Creek Cane Cons | — 
[orale (ea)e ada) \ C01 [5 Yau’) ae’) } \Citaredr We're e'r)s 
(42) 
(liz) [9] [9] 
—| [9] (ix) (9) 
LO} (Ade) 
Die Inverse zur y-Matrix lautet: 
(Yee’) [0] au me 3 (Yrx’)* [0] [0] 
1 tm) Ge es (ce co (43) 
[0] & Ya (Yeu’ ) [0] ie (Fou } > 4 ed a 


Folglich lautet die zugehérige Kigenlosungsgleichung des Torsionsrostes in X-Richtung 
in Anlehnung an Gl. (9), Kap. IT: 


3 (Vie) [0] [0] “ (At) 2 [Cr'a’’] [0] (Wye) [Wx Je [Wx e]s 
[0] i. One) = —2 Grae 2 [(Ca'n’’ | 2 (By'a'*) (0) CAA (x )2 (Ux"'x)3 as 
[0] a2 Ce). 4 AV ey?) or [0] (0) 1) (By'e"’) [exe] (Wy’p)2 (Wy’’x)3 


(Wox)1 [Werle [Woxls (Ann)s [0] [0] 


a CO Oe | COCR) Sat 
[Wordi (Werle (Cor)s LO] (O] (Agnds 


Hieraus gewinnen wir (n + 1) Higenwerte (A;,,), und je (n — 1) Eigenwerte (A,,)> 
und (Aiz)3, weiters (n + 1) - (3 — 1) Kigenlésungen (w,,), sowie je (x — 1) - (3m — 1) 
Kigenlésungen (v,,), und (wW,;) 


, 


Nun transformieren wir in Anlehnung an Gl. (10) und (11), Kap. II, die Y-Matrizen 
per Gl. (39) und (40) nach r und 7, wobei wir beachten, da r von 1 bis 3 und i je r von 
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1 bis (m + 1) reichen. Hiebei fiihren wir auch hier statt der einen r-Zahlung Buchstaben 


. ae — z 23 9 
ein; es gehort w zu t und 7’, v zu a und P, w zu t und T. 


(Wiy’) p=1 (Viy’)1 (Wiy’)1 n (B,’,) AD) (0) (Wy i) p’=1 (wWy,)o (w,,;)3 
(Wiy’)r=2 (Viy’)o (Wi'y)o (0) 2 =)" (Byy) 2 : (Cyy) ee (Vys)e (v,4)s — 
(Wiy')r=s (iy’)s (Wiy’)s (0) (=| (Cy'y) 2 (Ayy)} \(Wyde a1 (Wyse (Mys)s 


(Wiy')r=1 iy’) (Wiy’)s (Yy'y) (3 vv") (0) (Wy) p?=1 (Wy,)2 (Wyi)s 


(Wiy')r=2 (Viy’)2 (Wiy’)e [+ vy") (Yy'y) (0) (Uyi)e’=1 (Vya)e (Vyi)s o 
(Wiy’)r=s (iy')s (Wiy’)s (0) (0) (yyy) (Wys)e'=1 (Wysle (Wya)s 


=! (0) (ide (0) pt) 


Die Inverse zur y-Matrix lautet: 


(Yy’v) ts rv) (0) = 4 VEO) a == oo aie (0) 
1 
sv) (Yy’y) (0) i ie tae ae eee eo 
(0) (0) (Py'y) (0) (0) ovale. 


Folglich lautet die zugehorige EHigenlésungsgleichung des Torsionsrostes in 
Y-Richtung in Anlehnung an Gl. (11), Kap. IT: 


(yer iy’)s @w’r\ [7 (Byyr) (0) (0) 

(wiy ea Wa’ iva |P 0) 2S] (Byard 25 (Carr) 

(Wey)ens a’)s Wiy')s) \ (0) 2— (Chryr) = (Ayry) ra 
£ (yyy? — 2 (yr) (0) (id (0) (O)\ [Qindens (iv) (ey 
2%) 4 yy? (0) Jog. [ ) Bide () |] Cada Cnde nde 

(0) (0) 3 (yyy) (0) (0) Aids) \Wade-s Ons @uy)s 


Hieraus gewinnen wir 3 (m +d) Higenwerte (A,;)1, (Ai), (Aiz)3, Weiters je 3(m+1)? 
Eigenlésungen (w,,),, (Viy), und (Wiy),- 


In Anlehnung an Gl. (13), Kap. II, setzen wir abkiirzend: 
(Wee)1 [Ceele [eels\~* | Tov (Wys)1  (Vyi)a  (Wya)a\~ a 
a: (49) 


[nel (Veele (Une)s {= og (Wyi)e (Vysla (Wyade [Uni lp=2 


[Wrelr (Weede (Cre)s Ting (Wy:)s (yids (Wyi)s [Unilr=3 
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und in Anlehnung an Gl. (14), Kap. IT: 
(Wre)r (peli [pela se (Wyi)1 (wyi)e (Wyi)s [Srilp=1 
[We] (Upc) (Wren) le al (Vy:) (Uya)e (Yyi)s =] (Silene (50) 
[Wels (v Une) 3 (Wye) ie ( i [Syelp—3 

Man beachte dabei die Multiplikationsvorschrift, Gl. (38); es ist also: 


[Spelp=a = (Wie) [el (wy) ze [Une] [e ‘ Fal (sa) +f [Wr li [Lol (Wya)s 
[S.J-= ya =| Welle ees (Wyse a (rear) 2 [e i al (Wye + (Whx)e [7 (Wy)e 
[Spil-s = [pels [Poy] (While + pas [6 + Pav Mada + (ea)s [Tay] (ys)s 


(50a) 


ss —S 


Wir ersehen hieraus die friiher erwihnte Zugehorigkeit von 
(w;,) und (w’,,) zu [7',,], von (v,,) und (v,,) zu LP,,], von (w,,) und (w,,) zu [Pe 
Mit diesen Abkiirzungen ergeben die Gl. (39), (40) und (34), ahnlich wie in Gl. (15), 


Kap. IT: 
Aa; (el) 10) [Une] 5] [Mecli| [Asdsr (9) (0) [Sri] 
oe | (0) Ae (0) ls + alee | (0) (aida (0) | =| [Sede] (51) 
[0] (0) (Arx)s/ | [eels [Une] 3 (0) (0) (Aia)s [Srils 
Wir fithren nun ahnlich wie in Gl. (16), Kap. II, ein: 
o = ; “ und @'x:,7 = (Aw + @ - Au), 7 = 1, 2,3 (52) 
und erhalten die einfache [k7],-Vektorgleichung: 
is wl Male B/kas 
[Une] | 0” lA, OP eee We 2. eet Werte | 
6 EJ eS alii 
z > | [tele | = earl 2 See tony Enea Freed Werte (53) 
“9 
| [ea] See laa shes 4. ae a Werte | 


und schlieBlich aus der Umkehrung von Gl. (49) das Resultat: 


ie (im), [pele sede | {Cer hah be Pays Wu) 
(= pu Wie cat [onli (ex)2 (Ynx)s a lis Jo Viy)2 (Wiy)e (54) 
re [isch (Warde Wards} | ie Tie (wis (Civds @ey)s 


Man beachte wieder hiebei das Multiplikationsgesetz, Gl. (38). Es ist also: 


[Toy] = 6 ai { (20) Famke Wiy)r + [Waele (1). I, (Wiy)2 + [arl| (or), ae} 


[Zey =o Heh (=) Cis + (Uax)2 & | (Vivo + (Vox)s | fea (va)a (55) 


= | Dr 


@ “Joi fo 
(Foul gary {oul (<r), | (ands + Cae ealifos: + (Was)s|( 


| % 


Die Berechnung von Tragerrosten mit Hilfe der Matrizenrechnung 193 


Wir ersehen hieraus wieder die schon erwahnte Zugehorigkeit von (w,,) und (w,,) 
zu car von (xx) und (iy) zu [ug ls von (Wx), und (Wy) zu [Rul 

Behalten wir im Gedachnis, daB 7 = 1 iiber k = 1 bis (n + 1), 7r = 2 und 8 je iiber 
k = 1 bis (n — 1), und alle drei r je ttber i = 1 bis (m + 1) reichen, so kénnen wir die 
Ergebnisse Gl. (50a) und (55) kiirzer wie folgt, schreiben. 


Wir setzen abkiirzend: 


[Werle hey [wy], ov [T.], Ute a 2, 
[pele le i Pal [oye] ec. [Prel, Es 1, (VI) 
[We Bere [w, 1], a epee Pa Li ? 
und erhalten 
ext é Tet P.. to, 
[tov] = gay [aale| et | tw, 12,8 
e BE e? : Pe 6 Py pb Ty / 
od = guy [ale [=| fo r= 123 f(T) 
= = @ = Tr +e@- Pat Tr — 
[tei] = Ser [wer | ai | [Mn] 7 =1,2,8 


In Gl. (VI’) ist hiebei fiir jedes zy titber r = 1,2 und 3zu summieren! 


Die Summation fiir jedes x y erfolgt also in drei Stufen, r = 1, 2 und 3, innerhalb 
jeder Stufe iiber & und 7 nach Matrixvorschrift Gl. (VI’). 


AuBere Knotenangriffsmomente 7',, und 7',,, Gl. (50), treten z. B. auf, wenn die 


xy? 


Trager zwischen den Knoten belastet sind. Dann denkt man sich den Rost zunachst in 
allen Knotenpunkten gegen Durchbiegung und Verdrehung nach w und y starr gelagert 
und bestimmt in den einzelnen Knoten die zugehorigen Auflagerersatzkrafte T',,, P,, 


— xy? 
und 7’, als Knotenbelastungen des tatsachlichen Rostes. 
In vielen Fallen geniigt es, den Rost nur in den Knotenpunkten mit P,, belastet, 


d.h. 7, = 0 und 7, = 0 anzunehmen. In diesem Falle ergeben sich in Gl. (VI’) als 
Lastintensitaten im k 7 -Zustand nur die Werte [e - P,,,/0',;|,- 


Man ersieht besonders in diesem Fall den grundsatzlich gleichen Aufbau der Lésun- 
gen wie in Gl. (I), Kap. II, naturgema8 hier in 3 Stufen r = 1, 2, 3. 


Die Knotenmomente sind aus den obigen Verformungsvektoren leicht abzuleiten 
und werden in ahnlicher Form wie Gl. (VI’) als dreistufige Dreierprodukte erhalten. 


Die Entwicklungen werden wesentlich kiirzer, wenn wir, wie oft berechtigt, die 
Torsionssteifigkeit der Quertrager vernachlassigen, d. h. 


7 =0 (56) 
annehmen. Hiermit wird, Knotenbelastungen vorausgesetzt, auch 


eer a Raed =e [tee | ae [0] (56’) 


Wir kénnen dann aus den beiden ersten Gl. (32) [r,,] eliminieren und erhalten aus 
der ersten: 


(ol =—3 > Are) vert | (FZ), [Ou (91) 
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und hiermit aus der zweiten: 


{3 (Cy Aye) tOr mee (=)... (ya) ee fe Poe 


oder wenn wir wie in Gl. (5), Kap. II, ansetzen: 


(Dyx'’’) =—3 (eee (Aya) [One] + 2 (Bip'"’) (59) 


z 


(D,»’) (1... ee ay Sate Pet teh veg 


Naturgema8 miissen bei gleicher Langstragerausbildung die Gl. (5,), Kap. IT und 
Gl. (60) tibereinstimmen, d.h. (D,,,’) in Gl. \6,), Kap. II, und in Gl. (59) sind identisch. 

Die dritte Gleichung in (32) bleibt unverindert. Die erste der Gl. (33) entfallt, die 
beiden iibrigen bleiben unverandert. Die erste der Gl. (34) entfallt, die beiden tibrigen 
bleiben unverandert. 


Somit lauten die Vektorgleichungen in entsprechender Schreibweise wie Gl. (39) 
und (40): 


r=1 2 PIE 2 
| (Dax!) (0) Ne || ) aa ened i vil 
r=2\(0) 9 (Boe L b> See \(9) (Yy'v) : poets 
r= 2 r=1 2 
nf er) (5 rer'l\| (EI), [af2 EE) Bad 22C) 
ra \(5 ree!) Ome Teer fran 220) Zr) J 
PE WR AH 
“ke fsa tanta we 


Die weitere Entwicklung ist nach dem Vorangegangenen klar. Es sind nur mehr 
zweistufige X- und Y-Gesamtmatrizen vorhanden. Es entfallen daher die Vektoren 
(w,,) und (w,,) samt ihren Transpornierten. Wir kénnen unmittelbar die notwendigen 
Gleichungen fiir die Losungen anschreiben. 


Higenlésungsgleichung in X-Richtung: 


(Wy'"%)4 (Wy'’k)2 


Ta tray), meee olla 


aha’ pe oo Beek 


(Wex)1 (Wanda) \ (0) (Anz)al ” (63) 


Hieraus je (n = 1) Kigenwerte (A,,); und (A,,), sowie je (mn — 1)? Kigenlésungen (v,;),, 


(Upx) 25 (Wax) 1> (Wx) 2+ 
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Higenlésungsgleichung in Y-Richtung: 


é 


(yh Wi) [2 (=) Byer) 2% Cyv-\ [wed 0) 


Cds Bada) \2(E} Crue) = Avr IN 0) Gara) 


a 4 


ie at (64) 
(9) (Aidal \(m)a (inde 
Weiters in Anlehnung an Gl. (50a): 
[Seelr=1 = (eda [2+ Pay] (yada + (ods [Loy] (ya) CC 
[Speleme = (pede [@ + Pay] (ale + (pada [Lov] (Mya) 
Weiters ©’ und 9’ gleichlautend mit Gl. (52), jedoch nur iiber r = 1 und 2. 
SchlieBlich das Resultat gemaB Gl. (54a): 
; 8 
[2a I= | ; i (Urn) | (> a (Viy)r + (ex)e lee (v)a } 
(66) 
cs ir ieee os S = 
(foul= gar {(nh| (F),,|, Gah + ade |(S), | Wide} 
Die Lésungen in Kurzschrift gema8 Gl. (VI) und (VI’): 
[Year le s Pua] [evils ae a [Pry Cs ae 2 | (VIL) 
[Wek [Poy] [i =u r=12 J 
ak t = ie 
Bel= gue Wal|-—# | fw r= 12 
m (VII’) 
= — 5 Pri =e Thi — 
[Tv] = eae ae “ ion =e [Wy], r=1,2 


Die Summation in Gl. (VII’) ist hiebei fiir jedes xy iiber 2 Stufen, 7 = 1 und 2 
sowie innerhalb jeder Stufe iiber k = 1 bis (n —1) undi = 1bis (m + 1) durchzufihren. 

Die Rostgleichungen mit torsionsfreien Quertragern erfahren eine noch wesentlichere 
Vereinfachung, wenn des weiteren angenommen wird: 

1. daB die Abstande der Quertrager und ihre Tragheitsmomente in x-Richtung 


gleich seien, also 
& = 13 yp = 1, (67) 


2. da& der Verlauf der Tragheitsmomente der Langstriger konstant sei, also 
a (68) 

Dann lauten die Bestimmungsgleichungen fiir die Langstrager, siehe Gl. (60) und (31), 

(32): 

Sey Gleich. 


n 


(Daw') Lau'y’] (e's) = Gpp LPB] «seve vee 


3 (69) 
(Bea) (Ee'y'] Gory) = Goo [DE] 0 eee eee [2 | Gleich. 


13* 
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fiir die Quertrager, Gl. (33): 


a (Igy) [Fay] (Cy) + 2 Clan’) e'e'] (Byra) = a= [P31 [Z| Gleich. 


(70) 
a Ih os 4 a? = Ap ‘ 
a (Lt) [Ta’y’ | ‘3 (A,’,) He (1az') [en'y? | (Cy) ia 6 ES (731 [er eeg Gleich. 
fiir die Feldknoten: 
Pera Pa ees rae [24] Glerch: 
“9 a te (71) 
Dery on = | Tat ee oe eee eee Ee ees) Gleich 
Hiebei ist (D,,,’) gleich gebaut wie in Gl. (6,), Kap. I, also: 
(Dyo'”") =a (B,,) (Aye) (Bar7g?’)- 


Der Aufbau der Matrizen (A,,’) und (B,,”) fiir den vorliegenden Spezialfall ist auf 
Seite 178 angegeben. Man sieht hieraus, daB beide Aufbaumatrizen dieselben ortho- 
gonal normierten Eigenlésungen besitzen, da also, ohne Zeiger angeschrieben: 


(v’) (A) (v) = (0) 
(v') (B) (v) = () | (72) 
(v’) (v) = (1) 
Beweis: Es ist gema8 Seite 178: 
(A) + (B)"= 6 - (1) | ee 
(v') {(A) + (B)} (ve) = (*) + & = 6 (’) (1) (X) = 6 - (1) 


Es besitzt daher auch (D,,) dieselben orthogonal normierten Eigenlésungen; 
denn es ist: 


(Daa) = (v) (1) (0°) (v) Ch) (0°) (0) (w) (0) = (@&) “ (w') = (1). (72) 


Hiebei betragen die Eigenlosungen fiir die n-Teilung: 


, / 2 Ae se ges 
Von =U = | + Sin (73) 
die Eigenwerte fiir (A,,’): »,,. = 2 [2 + cos aa 
fiir (Bo)? fa [1 — cos a 
a (73’) 
[1 — cos ] 
fir (Dos Aaa = pa 
o kn 
2 -+ cos = 


Wir fithren nun diese Transformationen in Gl. (69) und (70) ein und erhalten mit den 
Abkiirzungen : 


(Ye) ev) = [ey]: (va) Fal = al (74) 
(veg) Poy] = (Pals (v,,) [Zan = [Bel (75) 
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EJ 
aor (Ane) [2eu’] (Yu'v) = [P% 


Qgp 7 m (76) 
ai a (Max) [Try’ | (Yun) =e [Pe 


+ Day] (v's) + 2 [eng] (Bya) = == {Pv — EPEI 
1 » = ; as — = et) 
3 % + [Tey] (Ay'y) + Ley] (Cry) = Pures eae Ley 
Gl. (76) in (77) eingefiihrt, ergibt: 
6EJ |. : 6 EJ 
re {2 [Zey’ | (By'y) +a [Tey? | (Cy,)} ae [Pry] elie a (Aux) [Ziey’ ] (i'n) 
6 EJ { (78) 


a \ ev’ (Cyry) ae = [Tey’] (4,)} = 723 eee (Mx) [Tey | (Yu's): 


Dies sind die Bestimmungsgleichungen fiir einen Quertragerstrang mit elastisch 
unterstiitzten und elastisch eingespannten Knoten in k verschiedenen Zustianden. 


In jedem k-Zustand ist er mit der Knotenbelastung P,,, und 7’, belastet; die zu- 
gehorige Bettungszahl im Knoten y betragt fiir die Durchbiegung: 


6 HST 
Mie apes = Ape Voy 
fiir die Verdrehung: (79) 
G JP 
ee ee ae 


Aus (78) miissen nun die Werte von [z,,] und [t;,,] fiir die gegebene Belastung [P,,] 
und [7',,], Gl. (75) berechnet werden. 


Die Resultate ergibt die Umkehrung von Gl. (74): 


[Zn] > (Ux) [Zn] [Toy] — (Ux) [Ty ]- (VIII) 


Dieser Spezialfall der torsionssteifen Roste ist in der soeben vorgefiihrten Berech- 
nungsart in dem bereits auf S. 183 erwihnten Buche von Homberg behandelt. 

Es steht selbstverstiandlich nichts im Wege, die Gl. (78) mit Hilfe von zweistufigen 
Eigenlésungstransformationen in Y-Richtung in der nunmehr schon bekannten Weise 
aufzuldsen. 


V. Durchlauftragerrost mit torsionssteifen Tragern 


Nach den bisherigen Ausfiihrungen erscheint es einleuchtend, daB die Berechnung 
des torsionssteifen Durchlauftragerrostes mit Hilfe der Matrizenrechnung keine be- 
sonderen Schwierigkeiten bereitet. 


In Anlehnung an Kap. III nehmen wir an: 


(m + 1) parallele Langstrager, r parallele Feldquertrager und insgesamt s Quer- 
trager itiber den Mittel- und AuBenstiitzen. Die Steifigkeitsvoraussetzungen entsprechen 


den Annahmen des Kap. IV. 
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Die einzelnen Vektoren haben hiermit folgende Ordnung : 


[eels (Pav ¢ (=e -222| ace Een Leavin eal eee 

Mit Beriicksichtigung dieser Ordnungen lauten die Bestimmungsgleichungen 
grundsitzlich wie in Kap. IV, Gl. (32) bis (34). Die Ordnungen der Aufbaumatrizen sind 
hiebei: 


ED) Gio): (Be ee 
1 AC |e eee 


xe 
8 
8 
— 
a 


(Paes eee 


Die y-Matrizen sind durchwegs Ere ; 

Die Lésungsentwicklung erfolgt in gleicher Weise wie in Kap. IV, ebenso gleichen die 

SchluBlésungen grunds&tzlich den Formeln (VI), (VI’), (VII) und (VII’) des Kap. IV; 
naturgem4B sind die Werte der EHigenwerte /,,, 4,, und Eigenlésungen w, v und w 
andere als in Kap. IV. Sie werden aus den formal gleich wie in Kap. IV aufgebauten 
EKigenloésungsgleichungen gewonnen. 
' Ich hoffe, in diesem Aufsatz ausreichend gezeigt zu haben, wie sehr die Berechnung 
von Tragerrosten durch die Einfiihrung der Matrizenrechnung an Einfachheit und 
Ubersichtlichkeit gewonnen hat. Eine Rostberechnung in der vorgefiihrten Art besteht 
grundsatzlich immer aus 2 Teilen: 


1. Ermittlung der zum vorliegenden Rostfall. gehorigen Eigenlosungsgleichungen 
in X- und Y-Richtung und deren Auflosung; 


2. Bildung von Matrizenprodukten aus den Belastungen, Eigenwerten und EHigen- 
ldsungen in formal gleicher Art. 


Meines Erachtens wird es gut sein, wenn sich die Bauingenieure der Praxis mit 
der Matrizenrechnung befreunden, zumal aller Wahrscheinlichkeit nach bereits in 
naher Zukunft derartig umfangreiche Berechnungen wirtschaftlich von elektronisch 
gesteuerten Rechenautomaten geleistet werden diirften. Fiir diese ist aber die Matrizen- 
rechnung eine zweckmafige Rechnungsmethode. Fiir die wesentlichen Teile einer 
derartigen Rostberechnung, d. s. die Ermittlung der Eigenwerte und EHigenlésungen, 
sowie die Bildung von Matrizenprodukten aus diesen, sind die Programme der meisten 
Maschinen bereits bekannt. Es ist also bei Verwendung derartiger Rechenautomaten 
und ihrer Unterprogramme ohne weiters méglich, die tatsichlichen Abmessungs- 
verhaltnisse eines Rostes ohne wesentlichen Mehraufwand zu_beriicksichtigen. 
N&herungslésungen werden dann nur fiir Vorberechnungen angewendet werden. 


(Eingegangen am 29. September 1960) 
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Unterirdische Verbrennung als Olférderungsmethode 


Von Franz Selig und Earl J. Couch, Dallas, Texas 
Mit 7 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Die mathematische Behandlung unterirdischer Verbrennungsvorginge fiihrt zu 
Problemen der Warmeleitung in einem porésen Medium, welches von Gas durchstrémt und von einer 
Wirmequelle durchwandert wird. Obwohl vereinfachende Annahmen gemacht werden miissen, tragen 
die hier abgeleiteten Lésungen wesentlich zum besseren quantitativen Versténdnis der tatsichlichen 
Vorgiinge bei. Da die Wiirmeverluste durch Abgabe an die Umgebung theoretisch schwer erfaBbar 
sind, werden die zwei Grenzfille — keine Wirmeverluste und maximale Warmeverluste — unter- 
sucht. Einige Illustrationsbeispiele sind durchgerechnet und diskutiert. 


Vorbemerkung 


Die Ausbeute in Lagerstitten, wo sehr viskose Erdéle vorhanden sind, kann durch 
Steigerung der Temperatur des Lagergesteins wesentlich erhéht werden. Unter den 
verschiedenen Methoden, die Warme an die dlfiithrende Schicht heranzubringen, stellt 
die Untergrund- oder in situ-Verbrennung wohl das zweckmiaBigste Verfahren dar, da 
hiebei die praktisch wichtigste Anforderung, namlich groBe Energiemengen bei niedri- 
gem Kostenaufwand, am besten erfiillt zu sein scheint. Die in situ-Verbrennungs- 
vorginge waren und sind daher Gegenstand ausgedehnter experimenteller und theore- 
tischer Untersuchungen! ®: 3. 

Im Prinzip unterscheidet man bei einem in situ-Verbrennungsvorgang folgende 
Arbeitsginge (vgl. Abb. 1): 


TEMPERATURVERTEILUNG 


INJEKTIONSTURM PRODUKTIONSTURM 
300° BIS 650°C 


VERBRENNUNGSGAS 

QUERSCHNITT 
OL UND 
WASSER 


ZUNDUNG KONDENSATION 
AUSGEBRANNTER FLUCHTIGER 
BEREICH ‘KOHLENWASSERSTOFFE 


OLANREICHERUNG 
WASSERKONDENSATION 
VERBRENNUNGSFRONT 


Abb. 1. Schematische Darstellung eines in situ Verbrennungsvorganges 


Pe Grose ifohn and R. L. Koch: In-Situ Combustion — Newest Method of Increasing Oil 
Recovery, Oil and Gas Journal, 52, No. 14, 92 (1953). 

2 J. T. Moss, P. D. White and J. S. MeNiel: In-Situ Combustion Process — Results of a 
Five-Well Field Experiment in Southern Oklahoma, Petroleum Transactions AIME, 216, 55—64 
1959 
i MS ¢8 F. Gates and H. J. Ramey: Field Results of the South Belridge Thermal Recovery 
Experiment, Petroleum Transactions AIME, 218, 236—244 (1958). 
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1. Einpumpen (Injektion) von Luft oder anderen sauerstoffhaltigen Gasen in die 
pordse Schicht, bis eine geniigende Durchstromung erreicht ist. 


2. Erhitzung der Sonde, bis die Zindung des Oles erfolgt und sich eine Verbrennungs- 
zone gebildet hat. 


3. Ausbreitung der Verbrennungszone im pordsen Medium bei andauernder Gas-. 


zufuhr. 


Wahrend die Verbrennungszone den Olsand durchwandert, wird ein Teil des Oles 
wegen des starken Absinkens der Viskositat bei Temperaturerhéhung zu den Produk- 
tionstiirmen hin verschoben. Das zuriickbleibende Ol kommt mit der heissen Ver- 
brennungszone in Beriihrung, wird dort thermisch gespalten und der koksahnliche 
Riickstand dient als Brennstoff fiir die selbstandig vorwartsschreitende Verbrennungs- 
zone. Der EinfluB verschiedener Faktoren auf die einzelnen Arbeitsginge des Gesamt- 
prozesses, wie z. B. die in der Zeiteinheit eingepumpte Gasmenge (Injektionsrate), 
Wanderungsgeschwindigkeit der Verbrennungszone, Brennstoffverbrauch, die zur Ver- 
brennung von einem Kilogramm Brennstoff benétigte Luftmasse (Luft- und Brenn- 
stoffverhaltnis), Verbrennungstemperatur, usw., wurde von McNiel and Moss? aus- 
fiihrlich diskutiert. Experimentelle Untersuchungen®: ® hieriitber werden tiblicherweise 
in Verbrennungsrohren, also in eindimensionalen Modellen, durchgefiihrt und aus 
konstruktiven Griinden unter Bedingungen, die wesentlich von denen in den Lager- 
statten abweichen. Da jedoch diese Laboratoriumsversuche vornehmlich die Quellen 
sind, aus denen der Petroleumingenieur seine Informationen fiir die praktische Planung 
erhalt, erscheint es von besonderer Wichtigkeit, daB adaquate mathematische Uber- 
legungen mit zu Rate gezogen werden, um die Versuchsergebnisse richtig zu interpre- 
tieren. 


Friihere theoretische Untersuchungen’: *: ° waren weitgehend idealisiert. So wurde 
z. B. der Warmetransport durch Konvektion meist vernachlassigt. Die Beriicksichtigung 
dieses Gliedes erweist sich jedoch als sehr wesentlich, was auch an anderen Stellen 
bereits betont wurde” 1. 


4J.S. MeNiel and J. T. Moss: Recent Progress in Oil Recovery by In-Situ Combustion, 
Petroleum Engineer, 30, No. 7, B-29 (1958). 


5 W. L. Martin, J. D. Alexanderand J. N. Dew: Process Variables of In-Situ Combustion, 
Petroleum Transactions AIME, 218, 28—35 (1958). 


°H.J. Tadema: Olférderung mittels unterirdischer Verbrennung, Erdél und Kohle, 12, 
140—144 (1959), vgl. auch S. 655. 


7 L.C. Vogel and R. F. Krueger: An Analog Computer for Studying Heat Transfer 
During a Thermal Recovery Process, Petroleum Transactions AIME, 204, 205 (1955). 


* H. J. Ramey: Transient Heat Conduction During Radial Movement of a Cylindrical 
Heat Source — Applications to the Thermal Recovery Process, Petroleum Transactions AIME, 
216, 115—122 (1959). 


° H.R. Bailey and B. K. Larkin: Heat Conduction in Underground Combustion, 
Petroleum Transactions AIME, 216, 123—129 (1959). 


0 D. R. Bland: Mathematical Theory of the Flow of a Gas in a Porous Solid and of the 
Associated Temperature Distribution, Proceedings of the Royal Society, A 221, 1—28 (1954). 


"H.R. Bailey and B. K. Larkin: Conduction-Convection in Underground Combustion, 


Vortrag gehalten an der 52. Jahrestagung des American Institute of Chemical Engineers, San 
Francisco, 6.—9, Dezember (1959). 
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Beschreibung des Problems 


Um die Temperaturverteilung, die sich bei unterirdischen Verbrennungsvorgingen 
einstellt, mathematisch zu erfassen, mu folgenden Formen des Warmetransportes 
Rechnung getragen werden: 


1. Warmeleitung im festen Teil des porésen Gesteins, 

2. Warmeleitung im Fliissigkeits-Gas-Gemisch, welches die Poren des Gesteins fiillt, 
3. Warmetransport durch Mitfiihrung im Fliissigkeits- und Gasstrom, 

4. Warmeaustausch zwischen der festen, fliissigen und gasférmigen Phase, 


5. Warmeverbrauch bzw. Warmeerzeugung bei Verdampfung und Kondensation 
von Wasser und fliichtigen Olkomponenten. 


Der unter 5 genannte Mechanismus wurde bei der Aufstellung der Warmebilanz 
nicht beriicksichtigt. Weiters wurde angenommen, dai Warmekonvektion, genannt 
unter 3, nur durch die Gasstrémung allein bedingt ist, da erfahrungsgemaB keine Fliissig- 
keit durch die Verbrennungszone hindurchstrémt. Als weitere Vereinfachung des Pro- 
blems wurde angenommen, dai der Wirmeaustausch zwischen der festen, fliissigen 
und gasférmigen Phase plétzlich vor sich geht, daB sich also das injizierte Gas, das Ol 
und das porése Gestein stets auf gleicher Temperatur befinden!?. Unter diesen Bedin- 
gungen kann dann die Differentialgleichung der Warmeleitung im homogenen, isotropen 
Medium geschrieben werden in der Form™>1!1 


= ose 
ee Ge he. Po a Oe Ce (1) 
wobei k effektive Warmeleitfahigkeit des Gesamtsystems 
x Temperatur 
c,  spezifische Warme des Gases 


0,  Dichte des Gases 


v GasfluB, d. i. das in der Zeiteinheit durch die 
Einheit der Gesamtflache, senkrecht zu der 
Strémungsrichtung, hindurchflieBende Gasvolumen 


co = (1—9¢)¢,0,+ 9¢,0, 


Pp Porésitat des Gesteins 

c,  spezifische Warme des festen Bestandteiles 

o,  Dichte des festen Bestandteiles 

t Zeit 

@ die in der Zeiteinheit pro Einheitsvolumen erzeugte 
Warmemenge 


bedeuten. Die Kontinuitatsgleichung, die den Gasflu8 beschreibt, ist 


=! Oy ¢ 
V - (0,0) = — 9 dt (2) 


und fiir eine stationare Stromung gilt 


90g 


ieee 


12 R, Jenkinsand J. 8. Aronofsky: Analysis of Heat Transfer Processes in Porous Media — 
New Concepts in Reservoir Heat Engineering, Producers Monthly, 19, No. 5, 37 (1955). 
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und daher 7 ae 
V . (0, v) = O. 


Bei radial symmetrischer Gasstré6mung erhalten wir daher in Zylinderkoordinaten 


Cw ¥ Co Og On oe | ay A he Q _ ¢@ ar 3 
se ak r oor sy dee or k 2. - & bt: (3) 


Nehmen wir weiters an, da8 pro Zeiteinheit eine konstante Masse Gas m, injiziert wird, 
dann ergibt sich 


wobei die Dicke der porésen Schicht mit 2/1 bezeichnet wurde. Mit den Definitionen 


«4 Cy Mg 
B ~ Sakl (4) 
k& 
a= (5) 
erhalten wir dann die grundlegende Differentialgleichung 
ort 1—26 oT riot & Q 1 of 
drt r TLIC eee (6) 


die die Temperaturverteilung im Bereich —/ < 2 < / beschreibt. Fiir |z| = / grenzt 
die pordse Schicht an festes, undurchlissiges Gestein, also gilt 


er, 1 97, eT, 1 aT, 
or + r 


dr t oz* - a, Ot (7) 

fiir |z| > 1. Aus Symmetriegriinden kénnen wir uns auf die Betrachtung des Bereiches 

z > 0 beschranken, wenn wir die Randbedingungen fiir z = 0 entsprechend festlegen. 
Wir stellen nun die Anfangs- und Randbedingungen zusammen: 


T (2,2; 0} 20 T Ar; 4.9) =0 
T (0, z, t) =0 T, (0,2, t) =0 
im T(r, 2, %)=—0 im “7, (¢,% 9) =—960 
f= 'o r> @ 
wT | : 
co oe ° ee T', (r, 2, t) =0 


Fiir z = J sind nun zwei Anpassungsbedingungen zu erfiillen, z. B. 


aT 
T (r, 1, t) = AA (r, l, t) oder ES +h (T =3 ,)|_ = 0 
nr all oT 
a ecco (Leen 8 
un k oe lame ky YZ [ent 


Kine weitere Betrachtung dieses komplizierten, gekoppelten Randwertproblems liegt 
auBerhalb der Ziele dieser Arbeit. Wir beschranken wns hier auf zwei Grenzfille, die 
den Randbedingungen 


= (8) 
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und FF F>4, t) = 0 (9) 


entsprechen. Die Bestimmung der Temperaturverteilung 7’, (r, z, t) fiir z > 1 wird da- 
durch tberfliissig, da die Gleichungen (6) und (7) nicht mehr durch irgend welche 
Anpassungsbedingungen gekoppelt sind. Die Bedingung (8) beschreibt den Fall, wo 
keine Warmeverluste durch Abgabe an die Umgebung auftreten, die Losung wird daher 
eine obere Schranke fiir den tatsichlichen Temperaturverlauf darstellen. Die Bedingung 
(9) entspricht dem Fall maximaler Warmeabgabe an die Umgebung, welche hier als 
vollkommener Warmeleiter angesetzt wurde, die entsprechende Liésung liefert daher 
eine untere Schranke. 

Bleibt noch die Diskussion der Funktion Q, welche die Warmeentwicklung in der 
porésen Schicht beschreibt. Diese Wairmeentwicklung tritt nur dort auf, wo das inji- 
zierte Gas mit den verkohlten Riickstinden reagiert. Es zeigt sich im Versuch, daB 
diese Zone sehr schmal ist und daher kann die Warmeentwicklung mit befriedigender 
Annaherung als Flachenquelle angesetzt werden, die in Richtung des Gasstromes fort- 
schreitet. 


Green’sche Funktion 


Der oben besprochene Ansatz fiir die Funktion Q legt es nahe, zunachst einmal nach 
den Green’schen Funktionen der beiden Grenzfalle, dargestellt in (8) und (9), zu fragen, 
aus denen dann durch Superposition die entsprechenden Losungen gewonnen werden 
k6nnen. 

Wenn wir mit g die Warmemenge bezeichnen, die langs des Kreises r = 7) in der 
Ebene z = z, zur Zeit ¢ = t frei wird, dann bedeutet die Frage nach den Green’schen 
Funktionen die Auffindung der Losungen der Probleme 


Obes 1—26 07 pie & qd lor 
er ag te ee ae 
(9, 2-0) = 0 
(10) 
T. (0,2, == 0. fe Pe, 2) a 0 
700. 
T | 
See 
02 |z=0 
und, im ersten Fall 
ee au 
0% |z=1 
oder, im zweiten Fall 
T (r,1,t) =0 (12) 
Wenden wir auf (10) die Laplacetransformation 
CT 92 t) = T (vp2, p) = T(r, 2, ¢) e—?! dt 
0 
an, dann erhalten wir 
eT E27. 37 eT q ites, oe 
dr? + r or | (22  oare To) 6 (2 %) € 2 T 
T (0, z, p) =0 lim 7 (2, p) = 0 (13) 
f—> OO 
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aT | 


=10) bzw. T (r, L py =. 
7 eee 


und 


Mittels der endlichen cos-Transformation 
Hi 
c T (r,2,p)= 7 (r, A, Pp) Ef Tryp) cos Az dz 


0 


wo yi 
eat eels 
dz? 
wenn fiir 4 die Eigenwerte 
{al = (=| Keto. ead (14) 
ee (j= {S | n= 0,12, = (15) 


gewahlt werden, schreiben sich beide Randwertprobleme in der gemeinsamen Form 


~ 


er = 2p a7 


~ P ~ 
— —-§ —__ 42 +54 d(r—n)e* costa = — T (16) 
mit T (0,4, p) = 0 lim T(r,4,p) =0. 
Setzen wir 
gar|/242 aan |/2 +2 
so folgt 
OT beige dhe «be P 
ray eee: : div. eRe fy ae ogee Sel 
mit 
LE (0;A4,-p) = 0 tim: 7" (é, A, py) = 0. 
E— 00 
Die Losung der homogenen Gleichung ist 
1, (E, 4, p) = Oy & Ip (6) + On & K; (6) (18) 


wobei J, (z) und K, (z) die modifizierten Besselfunktionen erster und zweiter Art der 
Ordnung £ sind. Eine spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung kann z. B. mittels 
der Methode von Cauchy leicht erhalten werden. Bestimmt man in (18) die Konstanten 
C, und C, als Funktionen einer Hilfsvariablen 7 so, daB die Funktion 


¥ (&, m) = Cy (m) ° Lp (6) + Cz (m) 8° Kp (6) 
den Bedingungen 


¥ (é, n) lean = 9, aS 


gentigt, dann ist 


ag 6 (n — & 
F., (64, p) = — gig econ az, [A= ¥ (6, 2) da (19) 


0 
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jene spezielle Lésung von (17), fiir die 


~ ‘~ oe ee 
T (An) =0 Be Ree pe 


gilt. Die Funktion Y (&, 7) berechnet sich als 
&)\6 
¥ (8,0) = (=) Us (8) Kp () — Ip (n) Ko (8). 
Fiihrt man die Integration in (19) aus, so folgt 


0, era ee 


P. (§, A, p) = —.<. e-?* cos A % | (20) 


g 


=) Up (8) Kp (60) — Tp (Eo) Kp (Bh > bo 


und die Lésung, die den Randbedingungen in (16) angepaBt ist, schreibt sich in der 


Form 
_— , 
| I; (-|/2 +4] Kg (2 +4), Wire he 


ae Gane B px 
T (r, 4, p) =s55(4) e-*" cos A 2, - (21) 
I(r, | = +2) K, [r \2 +}, r> to" 
Wenden wir zuerst die inverse Laplacetransformation 
L-1 F (r, A, p) = T* (r, 4, t) 
an, so erhalten wir!® 
7? + 94" 
q eg 7 east is — af? (t—r) 
#* (54,1) = 725 (2 ae I (sctsle Cos A 2. (22) 


Umkehrung der endlichen cos-Transformation liefert unter Beriicksichtigung von 
Gleichung (14) 


Waele 


q r \Be 4a(¢—1) aes 
Biya het el Mees: Is et 2 2)9 
__ an'n? (t—rt) 


< a N 1 Zo Nz 
: [1 +2 > e - COS —>— Cos 
n=1 


womit die Greensche Funktion fiir den verlustfreien Fall bestimmt ist. Ahnlich, unter 
Beriicksichtigung von Gleichung (15) erhalten wir 


eee 
q y \Be 4a(t—7) Tia. 
T (7,21) = 545; (4 tz t#\eag—a)} 
” (24) 
oe a(2n + 1)? 2? (¢t—7) (2 + 1) x2, (2n+ 1) mz 
e 4i? GOS= cos 


21 


n=0 


und diese Lésung stellt die Greensche Funktion fiir den Fall maximaler Verluste dar. 


18 A. Erdelyi: Tables of Integral Transforms, Vol. I, New York, McGraw Hill Book Co., 
1954. 
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Lésung der beiden Probleme 


Wir konstruieren die Temperaturverteilung fiir eine zylindrische Flachenquelle 
durch Superposition der oben erhaltenen Lésungen fiir die ringformigen Linienquellen. 
Ersetzen wir q durch g dz, und integrieren die Gleichung (23) von 0 bis J, dann ergibt 
sich* 

Teta on 


qd tPF 4a (t—) (5 ] 
Nas oa) & Z Ls (2a (¢—7) cs) 


und q bedeutet die pro Einheitslange des Zylinders frei gewordene Warmemenge. Auf 
gleiche Weise ergibt sich durch Integration der Gleichung (24) 


Teale 
q ie Nie 4a(/—t) rro 
Dt, 24) = abe a (=| ‘ blsseea) 

‘ Bs (© 1% Se (2n+ 1)xz 
3 C08 Se ae 

n=0 
Nun muB noch mit Riicksicht auf die Zeit superponiert werden um eine kontinuier- 
liche Flachenquelle darzustellen. Nehmen wir an, daB sich die Quelle zur Zeit t in 
ry) =f (t) befindet und daB @ (t) die in der Zeiteinheit pro Flacheneinheit der Zylinder- 
fliche erzeugte Warmemenge ist, dann folgt nach der Ersetzung von q durch 


2a (t)f (t) dt 


(26) 


t } 7? + f2 (2) 
1 f ¢@@Re) (t.P ae=e r f(t) 
TONGS t) ods if Peers aa é Is | dt (27) 
0 
und 
2 r+ #2 (2) 
2 y (t) f(t) on ~ 4a (t—7) r f (t) 
T (iets ail a (sal e Ilse) 

: a) (— 1)” a (2 +1)? 2? (§é—7) (2n+1)2z ST 
<2 Gaeaiae ii aan ee as 
n=0 


Diese Resultate stellen somit die gesuchten Temperaturverteilungen in der pordésen, 
gasdurchstromten Schicht fiir die oben beschriebenen Grenzfalle dar. Die Geschwindig- 
keit des Fortschreitens der Verbrennungsfront sowie die Warmeerzeugung pro Zeit- 
und Flacheneinheit sind hiebei noch willkirlich wahlbar, nur die Injektionsrate f 
wurde als konstant vorausgesetzt. Durch Spezialisierung von f (¢) und ¢ (¢) lassen sich 
nun eine Reihe von Einzelfaillen behandeln. 

Zuerst wollen wir den Fall einer Linienquelle im Ursprung betrachten. Wenn mit 
q(t) die pro Langen- und Zeiteinheit erzeugte Warmemenge bezeichnet wird, also 
q (t) = lim 229 (é) f(t) 

{> 0 
dann fithrt der Grenziibergang f (¢) + 0 in (27) zu 
t 2 
Dorms ily "Of DT oes 
ET) Tee ee) | er Gre = . ~? dt. (29) 


0 


5 Dies entspricht dem Fall, wo die Verbrennung gleichma@ig iiber der gesamten Dicke der 
Schicht stattfindet. Lésungen unter Zugrundelegung anderer Annahmen kénnen auf gleiche Weise 
erhalten werden, der numerische Rechenaufwand wird jedoch erheblich vergréBert. 
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Dadurch ist die Temperaturverteilung in der wirmeisolierten Schichte bei Anwesenheit 
einer Linienquelle im Ursprung beschrieben. Ahnlich lieBe sich die entsprechende 
Temperaturverteilung hinschreiben, wenn die umgebende Formation als vollkommener 
Warmeleiter angesetzt wiirde. 


Entspricht die Warmeentwicklung einem Gesetz der Form 
Fiery, wei 


dann kann (29) integriert werden", und es folgt 


B—1 ye 
Cty F(»y+)) Lee aes re 
. W a1 wp Fea (30) 


Jae oh 


4at 
2 ee 


ahd deal 04 T'(B + 1) 


wo W,,, (2) die Whittaker’sche konfluente hypergeometrische Funktion bedeutet#. 
Linearkombination derartiger Lésungen kénnen verwendet werden, um den allge- 
meineren Fall 


q(t) = > C;,t%, ve = 1 
zu lésen. Fiir » = 0 reduziert sich Gleichung (30) auf 
ree 
T (r,t) = C 4at (31) 


4nk I'(B +1) 


wobei J’(f,z) die unvollstaéndige Gammafunktion bedeutet!. 

Im Falle einer bewegten Warmequelle betrachten wir nur den Spezialfall, daB die 
Fortschreitungsgeschwindigkeit indirekt proportional zur Entfernung vom Injektions- 
turm ist, also 


dr, U 
tf pear (32) 
oder mit r, = 0 fiir t = 0 
ro =f() =\2Ut. (33) 
Setzen wir die Warmeentwicklung wieder in der Form 
gf) =CUw>—1 (34) 
an, dann erhalten wir aus (27) 
: r+ 2Ut oo 
CU TH Tr B Paes) r V2Ut 
TH¥;t) = ve fale] é L, G2 ay dae (35) 
6 
Dieses Integral geht bei der Anwendung der Substitution 
tz . 1+ R? 
ah mit 6 = —p; 


iiber in!® 


a4 H. Buchholz: Die konfluente hypergeometrische Funktion mit besonderer Beriicksich- 
tigung ihrer Anwendungen, Berlin, Springer, 1953. 

15 K, Pearson: Tables of the Incomplete Gamma Function, Cambridge University Press, 
1957. 

16 A, Erdelyi: loc. cit. p. 201, Equation (15). 
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ae ee 2 A) 
2 2 2 2 
0< Ral 
ae Oi pape eee we i (36) 
‘ Mg eee 
2 2 2 ‘2 
: Ve 
wobei 
U r C te 
Aes ae Bie eras Das aan 


gesetzt wurde. Wie friither kénnen die Whittakerschen Funktionen ,, , (2) und 
W,. , (2) in Spezialfallen durch tabellierte Funktionen ausgedrickt werden, jedoch 
auch in anderen Fallen bietet eine numerische Auswertung keine prinzipiellen Schwierig- 
keiten!?. 

Wenden wir (33) und (34) auf (28) an, dann folgt 


t 2420 — 
i 20U rH a ike alba y2Uz\ 
(7,2, t) = tk t—t \V2Ur ‘ # \2a(¢ — 7) 
0 
a(2n +1)? n® (£—r) 


2 Saaee 4p eon 2 Eee ae 
2n-+1 21 


(37) 


n=0 


Diese Temperaturverteilung entspricht dem Minimumfall. Eine weitere analytische 
Behandlung scheint in gleicher Allgemeinheit nicht moglich zu sein. 


Anwendungen 


Um die Anwendungsmoglichkeiten zu beschreiben, miissen wir zunachst die Funk- 
tionen f (¢) und @ (#) mit den physikalischen und technischen Gréfen in Verbindung 
bringen. Experimente zeigen®, da die Frontgeschwindigkeit proportional zum Sauer- 
stofflu8 durch die Verbrennungsfront ist, und zwar gilt 


dr, Mg 
dt 4x1Wdr, 


(38) 


wobei W Brennstoffkonzentration (Masse/Volumen) 
6 Gas-Brennstoffverhaltnis (Masse/Masse) 


bedeuten. Die Lage der Verbrennungsfront ist daher bei gegebener Zeit nicht mehr 
willkiirlich, sondern ist durch die vorliegenden Lagerstittenverhaltnisse und Arbeits- 
bedingungen entsprechend (38) festgelegt. Wenn wir das Produkt W 6, welches die 
fiir die Ausbrennung von 1 m® des porésen, Olfiihrenden Gesteins benétigte Gasmasse 
angibt, als konstant annehmen, dann ist Gleichung (38) mit Gleichung (32) identisch, 
wenn die Proportionalitaétskonstante 


U =- -=2aA (39) 
gewahlt wird. 
Die Warmeerzeugung kann nun folgendermafgen dargestellt werden: 


AHWU  AHm, 


p)=AEWH t= i) ~~ 4ntdr, (40) 
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wobei A H, die Verbrennungswirme des Brennstoffes, im allgemeinen als konstant 
angesehen werden kann. Das Gas-Brennstoffverhiltnis 5 andert sich bei gegebener 
Brennstoffzusammensetzung mit dem Sauerstoffgehalt des injizierten Gases. Da nun 
fiir einen gegebenen Fall sowohl die Injektionsrate als auch die Zusammensetzung des 
Injektionsgases* festgelegt sind, verbindet Gleichung (40) die Warmeerzeugung mit 
der Brennstoffkonzentration und dem Gas-Brennstoffverhaltnis, wobei die Bedingung, 
dai das Produkt W 6 konstant bleiben muB, beriicksichtigt werden mu8. Mit unseren 
Annahmen sind wir also auf konstantes 6, 4 und W6 beschriankt. Die Zahlenwerte 
selbst konnen innerhalb gewisser Grenzen durch Veriinderung der Injektionsrate und 
des Sauerstoffgehaltes des Injektionsgases variiert werden. Gleichung (4) zeigt, dab 
6 proportional zur Injektionsrate m,/21 ist, wihrend A gemaB Gleichung (39) bei 
gegebenem f indirekt proportional zu 6 ist, welches in erster Linie wieder von der 
Sauerstoffkonzentration im Injektionsgas abhingt. 

Zuerst behandeln wir den Fall konstanter Brennstoffkonzentration** ohne Warme- 
verluste in vertikaler Richtung. Ein Vergleich zwischen (34) und (40) zeigt, daB wir 


Coed W, w= 0 


wahlen miissen und in diesem Fall kann (36) durch die unvollstindigen Gamma- 
funktionen dargestellt werden!: 15, 


r  ar-sea [7 (BAR) T'(B, A), 0<R<1 7 
Pius st) : (41) 
y (8, A) P (8, AR), Rei 
Weiters kann (41) fiir ganzzahliges 6 in elementarer Form ausgedriickt werden 
e, (A) [1 —e4¥ ¢ (AR*2)], O< R<1 
pe ai | (AD (AR?)] de 
ui ae An | e-A (R?—-1) en (A R?) [1 eas en (A)], R > l 
mit a= Se, Pe V4 0 15 2 
k=0 


was fiir die numerische Auswertung besonders bequem ist. 

Abb. 2 und 3 zeigen die Temperaturverteilung in radialer Richtung entsprechend 
Gleichung (41) und (42). In den Abbildungen ist die Verbrennungsfront stets an der 
Stelle R = 1 zu denken. Es tritt dann fiir R = 1 eine Diskontinuitat in der Ableitung 
auf und die Differenz zwischen linksseitigem und rechtsseitigem Grenzwert ist pro- 
portional zur Warmeerzeugung pro Zeiteinheit in diesem Punkt. Die Abhangigkeit 
der Temperatur von der Zeit und der Entfernung ist explizit in Abb. 4 dargestellt. 
Die adiabatische Temperaturzunahme, die fiir 500 Tage nach Beginn des Verbrennungs- 
prozesses eingetragen ist, entspricht der Annahme, dafi die Warmeleitung gegentiber 
der Warmekonvektion vernachlassigt werden kann und stellt daher die maximale 
Verbrennungstemperatur dar, die unter den gemachten Annahmen auftreten kénnte. 


* Das Gas-Brennstofiverhaltnis sowie die Konzentration und die Zusammensetzung des kohle- 
ahnlichen Brennstoffes hangen von der Verbrennungscharakteristik des Olsandes ab. Diese Werte 
miissen natiirlich im Laboratoriumsversuch bestimmt werden. Die Messungen an zahlreichen Proben 
ergeben, da8 die fiir die Ausbrennung von | m* Olsand benétigte Luftmasse zwischen 250 und 500kg 
liegt, wenn 100% ige Sauerstoffausniitzung zugrunde gelegt wird. 

** Die Annahme konstanter Brennstofikonzentration erscheint im Hinblick aut die bisherigen 
Erfahrungen iiber die Brennstoffablagerung zutreffend. Dariiber hinaus bedeutet dies, entsprechend 
Gleichung (39), den in der Praxis vorherrschenden Fall konstanter Zusammensetzung des Injektions- 


gases. 


14 
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Abb. 2 Temperaturverteilung im verlustfreien Fall — konstante Brennstoffkonzentration — 
Injektionsrate B = 4,5 


06 


04 


0,2 


Abb. 3 Temperaturverteilung im verlustfreien Fall — konstante Brennstoffkonzentration — 
Geschwindigkeitsparameter A = 10 
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Abb. 4 Temperaturverteilung im verlustfreien Fall — konstante Brennstoffkonzentration — 


Numerisches Beispiel. Zahlenwerte: 


m,|21 455 kg/m hr (10,5 Mol % 0.) Os 0,24 Cal/kg °C 

k 1,935 Cal/hr m °C W 24 kg Brennstoff/m? Olsand 

co 500 Cal/m$ °C 6 Luft 19,5 kg Luft/kg Brennstoff 
AH 8890 Cal/kg 


T/ Ta 


(e) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 


Abb. 5 Verbrennungsfronttemperatur im verlustfreien Fall — 
konstante Brennstoffkonzentration 


14* 
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Die hier gewahlten Zahlenwerte fiir die physikalischen und technischen GréBen ent- 
sprechen der Injektion eines Gases mit 10,5 Mol Sauerstoff in 100 Mol des Injektions- 
gases*. Bei der Wahl dieser reduzierten Sauerstoffkonzentration liefert die Rechnung 
eine Temperaturzunahme in der Verbrennungsfront um 100° C hoher als bei Injektion 
von Luft unter sonst gleichen Bedingungen. 

Die Verbrennungsfronttemperatur, berechnet aus Gleichung (42) mit R = 1, ist 
in Abb. 5 dargestellt. Das Augenfallige an diesem Schaubild ist das Auftreten eines 
Temperaturmaximums fiir gentigend groBe Injektionsraten f, eingezeichnet als ge- 
brochener Linienzug. Da das Verhaltnis 4: bei Anwendung von Luft zwischen 
2,5 und 10 liegt, kann in den meisten praktischen Fallen das Maximum der Front- 
temperatur nur durch Injektion eines Gases erreicht werden, das wesentlich geringere 
Sauerstoffkonzentration als Luft aufweist. 

Die Temperaturverteilung im Falle maximaler Warmeverluste folgt aus Gleichung 
(37) mit 

C= AE W wad p— 
in der Form 


rt rae R?+2 
T (R, 2, 7) 4A RB @ Tie 2A Ra \ 
GE. a r (1 — x) xbl2 “8 | l—«@ 
(oo) (2n + 1)? 2? 7,2 (1—2) 
pS (aye ee “6 Ar (2n + 1) mz d (43) 
2n+ 1 pie 20 is 


n= 


wobei t = ta gesetzt wurde. Ein Vergleich der Verbrennungsfronttemperatur lings 
der Mittellinie der Schicht, d.i. z = 0, fiir die beiden Grenzfalle ist in Abb. 6 dar- 
gestellt. Aufgetragen wurde das Verhaltnis der minimalen zur maximalen Temperatur, 
das aus (43) und (42) berechnet wurde. Fiir den speziellen Fall 6 = 4,5 geben beide 
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Abb. 6 Vergleich der Fronttemperaturen bei maximalem und minimalem Wirmeverlust 


Wir haben eme vereinfachte stéchiometrische Beziehung angenommen, wodurch das Gas- 
Brennstoffverhaltnis invers proportional zur Sauerstoffkonzentration wurde, 


Unterirdische Verbrennung als Olférderungsmethode 213 


Formeln praktisch die gleiche Fronttemperatur innerhalb eines Bereiches einer For- 
mationsdicke, d. h. fiir r) < 21. 


Nun betrachten wir noch kurz den Fall konstanten Warmeflusses durch die Ver- 
brennungsfront. Fiir ¢ (#) = konst. erhalten wir aus (34) und (40) 


AHWV2U ee 
ee a Cry 
und die Gleichung (36) geht iiber in 
Me etAk") Wa. 6 (A) 0-2 R= 
fat AG Re 20 "2 ge Ss 


op Va R e2 (44) 
eae F(p +1) Mes 3 PALE) opie 


2 


Die Temperaturverteilung fiir den verlustfreien Fall, dargestellt in Abb. 7, wurde fiir 
6 = 4,5 aus Gleichung (44) berechnet. Die Annahme eines konstanten Warmeflusses 


Abb. 7 Temperaturverteilung im verlustfreien Fall — konstanter WarmefluB — 
Injektionsrate B = 4,5 


erfordert, daB sich die Brennstoffkonzentration direkt proportional zur Entfernung ts 
andert und dariiber hinaus, daf8 das Gas-Brennstoffverhaltnis verkehrt proportional 
zu r, ist. Die erstere Bedingung kann experimentell nicht gerechtfertigt werden und 
die letztere mu8B vom technischen Standpunkt aus schwer erfiillbar erscheinen. Im 
Hinblick auf diese Tatsachen ist dieser Fall nur von sehr geringem praktischem Interesse 
und wurde nur zu Vergleichszwecken mit den von H. Ramey® publizierten Ergebnisse 
fiir B = 0 hier aufgenommen. 

Alle oben angegebenen Lésungen geben die Temperaturzunahme relativ zur 
Temperatur der Formation an, Ebenso wurde die Temperatur am Injektionsturm 
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stets gleich der Anfangstemperatur angenommen. Andere Erwarmungsvorgange, wie 
z. B. Vorerwairmung der Schicht durch Injektion eines heiBen Gases oder durch elek- 
trische Aufheizung wahrend des Ziindvorganges kénnen durch Superposition ent- 
sprechender Lisungen der Linienquellverteilungen, siehe Gleichung (29), mit in Rech- 
nung gestellt werden. 


Schlu8Bbemerkung 


Die Ergebnisse dieser theoretischen Untersuchungen einiger Aspekte der in situ 
Verbrennungsvorgainge zeigen klar, daB die Warmekonvektion einen bedeutenden 
Anteil am Warmetransport hat und die Temperaturverteilung sowie die Verbrennungs- 
fronttemperatur wesentlich beeinfluBt. 

Wir sprechen der Verwaltung der Socony Mobil Oil Company fiir die Publikations- 
erlaubnis dieser Arbeit den besten Dank aus. 

(Hingegangen am 13. 6. 1960) 


Contributo allo studio dei sistemi elasto-plastici 


L. Stabilini, Milano 
Con 1 Figura 


I. I teoremi fondamentali dell “elasto-plasticita” 


A. Premessa 


Come legge generale che lega le tensioni alle deformazioni nel campo elasto- 
plastico € oggi accettata quella di Prandtl-Reuss! che pero nelle applicazioni porta 
notevoli complicazioni di calcolo. Si preferisce percio nella pratica, allo stato attuale 
delle nostre conoscenze, ricorrere a espressioni molto semplici ma convenienti per 
gli sviluppi analitici e accettabili nell’ambito di uno studio di prima approssimazione. 

In questo spirito, nel seguito si fa riferimento alla 
a legge di Tresca de Saint-Vénant, in Italia ripetutamente 
applicata da Colonnetti?, che per deformazioni che 
non vadano molto oltre a quelle corrispondenti alla ten- 
sione di snervamento o,, é illustrata nella Fig. 1. 


B. Il teorema dei lavori virtuali nel- 
V “elasto-plasticita”’ 


a) L’equazione dei lavori virtuali. — Consi- 
deriamo un corpo soggetto ad un sistema di forze F a 
t__, cui conseguono reazioni dei vincoli C e tensioni interne 

Jy, Oy, ..~+ Siano 7p, Hg gli spostamenti dei punti di 
applicazione delle F e delle Ce &, + Egy, & + Ey - ++ 
Yay + Yayp +++ le deformazioni interne che possono considerarsi somme di una parte 
elastica e di una parte plastica. Le 7,, 10; & + Eps &y-+ &yp, -.+ Siano congruenti. Consi- 


Fig. 1 


‘A. Reuss: Beriicksichtigung der elastischen Formianderungen in der Plastizitiatst i 
ZAMM, 1930, pag. 266. ; ai gerne: 


* G, Colonnetti; Scienza delle Costruzioni, Torino, Einaudi, 1953, 
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deriamo ora lo stesso corpo soggetto ad altre forze, pure in equilibrio, F” a cui conse- 
guono reazioni di vincolo C", tensioni interne o,’, o,', ... e deformazioni ¢,’, ¢,’ ... Le 
FC a, ..., Slano in bquibhric. 


or ee allora scrivere l’equazione dei lavori virtuali 
> F' np °c 3 Cn a | [o, (€, i Sua) Oy (e, oa Bus) stat as =| dV. (1) 
4 


Come si sa le o e le ¢ sono relative a sollecitazione di componente normale e flessione, 
le t e le y a sforzo di taglio e momento torcente. Chiameremo effettivo il sistema delle 
F, fittizio quello delle F’. 


Lo stato di deformazione effettivo e quello fittizio siano dapprima quelli dovuti 
soltan o ad uno sforzo normale N agente secondo x: 


Ey + Eg» = A (A costante), € € 


vp Ey Exp 0 (2) 
(trascurando le azioni mutue fra le diverse fibre longitudinali.) 


Le equazioni di equilibrio della sezione alla traslazione ed alla rotazione sono: 


f= fo,A=Efe,dA=HA[dA—E [ed 
A A A (3) 
=fo,ydA =E | e,ydA =HA[ ydA—E [e,,ydA =0, 

A A A A 


indicando con y la distanza dell’elemento generico dA dall’asse baricentrico. La seconda 
delle (3), essendo {[ydA = 0€é per ipotesie,, = costante, é soddisfatta come identita. 
A 


La prima delle (3) da poi 


N+Efe,,4A 
+ BJ ees N+BAe,, 


rd tt aa (4) 


Con questo valore, ossia nel caso di deformazione effettiva di componente normale, 
il primo integrale del secondo membro della (1) diviene, indicando con N’ lo sforzo 
normale per la condizione di carico fittizia, 


: N’ N a re 
ee ee) Tea! asdA = 


Es 
wale Neb see 5 fea = fr ee ao, 


ossia, le cose vanno come se in luogo della sollecitazione effettiva N agisse la sollecita- 
zione ideale N + E A é,,. 

Supponiamo ora che lo stato di deformazione effettivo e quello fittizio siano di pura 
flessione e che le sezioni si conservino piane; allora 


Ey + Ey = HY (uw = costante). (6) 
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Le equazioni di equilibrio alla traslazione ed alla rotazione divengono 


N = fo,d4 =H [e,dA =Ep [ydA—E [e,,4dA =0 
A A A A 


M, = [o,ydA =E fe,ydA =Ep fydA—E fey dA 
m A A A 


Essendo ; 
fydA =0, fy2dA =J, 
A A 

e supposto 


fem dA = 0, 
A 


la prima delle (7) 6 soddisfatta essendo un’identita, e la seconda da 


M, +E fenpydA 
- ae Je y (8) 
keine EJ 


Con questo valore, il primo integrale del secondo membro della (1) diviene, indicando 
con M’ il momento fittizio 


fosuya V = fos Seon Sea ase 
V 


H 
< 


: M,+#H)¢e,,ydA 
M,’y J zs 


= 7 a ydsdA = 

Te | 

es ee B fees ydA (9) 

= ae a ds | y2dA. = 

s A 

M,+ EF feuydA 
asl ol ba = ds, 
HJ 


§ 


ossia, le cose vanno come se in luogo del momento effettivo M,, fosse applicato il 


momento ideale M, + H if Ey, YA A. 
A 
Supponiamo ora che gli stati di deformazione fittizio ed effettivo siano di taglio 
semplice; con un procedimento analogo si trova che in luogo dello sforzo di taglio 


effettivo 7’, si deve considerare come applicato lo sforzo di taglio ideale 7’ +- @ cf Voy tas 


A 
e cosi pure nel caso della torsione con sezione circolare (fattore di torsione = 1) si trova 
che in luogo del momento torcente M, si deve introdurre un momento ideale 


M,+@ | (up ® Yeap y) dA, 
Aa 
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In definitiva l’equazione dei lavori virtuali (1) diviene per una sezione qualsiasi 


ot the gy ae fx pene 


M,+# few ydA 
A 


ae fe ay ds + 
T+G Srey dA (10) 
’ A 
+z, 7 7B ds + 


M,+@ nf (Yevo © — Yann y) GA 


= iM a ds. 


s 
b) Le applicazioni. — La (10) si applica ai sistemi elasto-plastici come la ana- 
loga dei sistemi elastici. 
Rendiamo la struttura staticamente determinata sostituendo ai vincoli sovrabbon- 
danti, le loro reazioni X, e scriviamo successivamente la (10) prendendo come forze F” le 


2 ee Ae = Xe =... = 9 ll 
i pats ep ae) | ae 


avremo con i soliti simboli il sistema di equazioni 


I 


ds 
Leng, + 201’ ney = [WN + BAe) My oy + 


$s 


mid 
+ [(M,+8 Jr yd A)» Miz + 


ds 
rife, Vey» A) > Ty’ Gq t+ 


; ds 
+ fu +4 fm Veins Wf) dA) + Mi oy 


rea (12) 


eae. + > Cy th, ~ firs ras Blan ee 
vals 8 font eee 


ds 
cafe 6 fret P lesser 


Oe 1&6! 6 wl Oe. fe el ee) O18. wo. Re. 6) 1 Chien aL 6 V6 
Re enna ra Ma hs ea meee rete: aie sae) se Re Ce 6 Se 6 sw Se. (6 eC u6) O18. w 0, 
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dove 7y, ¢lospostamento del punto di applicazione della X,, dovuto alle forze effettive 
nel sistema principale, le C; le reazioni dei vincoli dovute alla . Ney gli sposta- 
menti dei punti di applicazione delle C, dovuti alle forze effettive sempre nel sistema 


principale, V, M,, . . . la componente normale generica, il momento flettente generico ‘a: 
dovuti alle forze effettive ed N,, M ie ... quelli dovuti alla X;; ecc. Le X compaiono 
poi nelle V, M,, T, ed M,. 

Le (12) risolvono i sistemi iperstatici nel campo elasto-plastico, come quelli analoghe 
nel campo elastico. 

Le cose non sono pero in pratica del tutto semplici perché non si conoscono a priori 
le zone plasticizzate. Occorre quindi procedere per successive approssimazioni risolvendo 
dapprima il sistema come se fosse elastico e determinando in base alle sollecitazioni le 
zone plasticizzate. Solo allora possiamo scrivere le (12) dalle quali si deducono nuovi 
valori delle reazioni dei vincoli che consentono di determinare con maggiore esattezza 
le zone plasticizzate e cosi di seguito. 

Le (12) divengono invece molto comode quando le deformazioni non elastiche hanno 
un’entita ben definita come nel caso di deformazioni impresse, cos. da creare uno stato 
di coazione (cfr. il cemento precompresso). 


C. Il teorema variazionale dell’elasto plasticita 


a) Il teorema di Colonnetti. — Consideriamo un corpo soggetto a forze esterne 
fF e a reazioni dei vincoli C a cui conseguano certe tensioni o,, o, ...; il sistema delle F, 
delle C e delle o,, o, ... 6 in equilibrio. Supponiamo poi che nello stesso corpo queste 
forze diano origine a spostamenti nr ed 7c dei loro punti di applicavione nella loro 
direzione ed a deformazioni certamente congruenti, le quali constano di una parte 


elastica ¢,, €,, ... e di una parte plastica «,,, €,,, ...3. 


Potremo scrivere l’equazione dei lavori (1) 


DF ip t DO tig = file a + ey) Gye, epg) ne (13) 


J 


essendo V il volume del solido. 
Separando nel secondo membro la parte elastica da quella plastica, abbiamo 


>F np +> 19 =| (ors; +o,e& +...)dV + 
. 
(13’) 
+ i (Gy np + Sy bgp Pea ew EF. 
Ms 
Il primo integrale é il potenziale elastico ® che pud essere ricuperato4, il secondo é un 
lavoro plastico L,, che non pud essere restituito; ossia 


Di np + > ONG = Oe, (14) 


® La parte plastica non viene restituita allo scarico; questa deformazione plastica in generale 
da sola non 6 congruente e, per realizzarsi, richiede l’esistenza di un sistema di ulteriori deforma- 
zioni (@ tensioni) elastiche che rimangono nel corpo sotto forma di energia vincolata. 


* Eventualmente con tagli in quanto comprende anche l’energia vincolata (nota =) 
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Consideriamo la funzione — che indichiamo con L — del secondo membro della 
(14) e pensiamo di conservare invariate le deformazioni plastiche e le forze esterne e di 
attribuire alle tensioni degli incrementi do,, d¢,, . . . piccolissimi e costituenti un sistema 
in equilibrio. 


La funzione L subira una variazione prima 


Io. 1D OT 
sb= [|r dc,+ 22 60,4... ]al m 
J 


; (15) 
+ | [egp OO, +e,,06, +... ]aV, 
: 
od anche 


5 L = | [lee + ep) 6 dq + (by + 8yy)5 9, +... 147. (15’) 
> 
Ora oL rappresenta il lavoro che il sistema di tensioni (in equilibrio) 6 o,, do, ... 
compirebbe se si attribuisse al corpo la variazione virtuale di configurazione definita 
dalle ¢, + ¢,,,&, + €,)-..che sono congruenti e compatibili con i vincoli. Per il 
teorema dei lavori virtuali ¢ quindi 


Py eer (16) 
ossia la variazione prima della funzione Z é nulla. 
La variazione seconda € poi positiva perché — essendo le ¢,,, €,,, ... costanti — 
si riduce a 
be L = |p, (60,,60,,...)dV (17) 


os 
essendo q,, l’espressione del potenziale elementare in funzione delle tensioni, in quanto 


negli elementi plasticizzati sono costanti le «,,,, €,,,..-.@ quindi 


ep? “yp? 


Lees 
file sc 4 \av—o 
Yr 


Nello stato di equilibrio la funzione LZ ha quindi un minimo ossia: 


Le tensioni interne che caratterizzano lo stato di equilibrio sono 
quelle che rendono minima la funzione 


b= | Boba Meats «MK A | (Exy Gu + Eyp Sy t---) AV (18) 
vr V 
in rapporto a tuttii valori che la funzione stessa pud assumere compati- 
bilmente con la deformazione plastica e con le forze esterne date. 
b) Il teorema di Domke o di Menabrea generalizzato. — Se si esprimono 
le o,, ¢,... in funzione delle forze esterne F e delle reazioni dei vincoli C, poiché le F 
sono costanti, risulta subito che le reazioni dei vincoli che caratterizzano lo 
stato di equilibrio sono quelle che rendono minima la funzione L in 
rapporto a tuttiivalori che la funzione stessa pud assumere compati- 
bilmente con la deformazione plastica e con le forze esterne date. 
Si vede facilmente che il teorema di Colonnetti e quello di Domke o di Menabrea 
generalizzato sono la stessa cosa, e che non sono altro che la estensione in campo elasto- 
plastico degli analoghi teoremi nel campo elastico, 
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c) Le applicazioni. — Quanto precede porta nelle applicazioni a sostituire alle 
deformazioni elastiche ¢,, ¢,,...le deformazioni totali ¢, + 5, & + & +--+ - Somme 


di quelle elastiche e di quelle plastiche. , ; 
La condizione (18) si traduce, se con X, si indica la reazione iperstatica generica, 


nelle n equazioni 


9(G@+L,) _ Sa eer 19 
Se 9 OH 1,2,8...0) (19) 


che sono l’estensione al campo elasto-plastico delle analoghe del campo elastico. 
Ripe endo il calcolo che ha portato alle (12), le (19) divengono, indicando con s la 
lunghezza del solido®. 


(M, + E feu, yd A)? 
A 


ae ale (N + BA €g,)? 1 - 
aX, | 2 ELA ds + 2 EJ ds + 
s s 
: (D+ GJ yy,9 44)? es 
Bek d 19 
ay and GA : 
& 
1 [Mee G Jae —= Ving ¥) dA}? 
+5 a as| =O Glee 


s 


dove NV, M,, T e M, debbono naturalmente essere espressi in funzione delle X,. 


II. Il calcolo delle strutture in campo elasto-plastico con il metodo 
delle successive approssimazioni e le sue origini storiche 


D. Cenni storici 


Questo metodo consiste nel risolvere dapprima il sistema iperstatico come se il suo 
comportamento fosse elastico e di tener conto poi in un secondo calcolo degli effetti della 
plasticizzazione nelle zone in cui le tensioni superano il limite elastico, e pud essere 
applicato con procedimenti diversi. 


Cosi sino dai primi anni del secolo (1905) Silvio Canevazzi a Bologna nel suo corso 
di Ponti insegnava, per il caso di strutture iperstatiche, a non preoccuparsi, in un 
calcolo di prima approssimazione, condotto secondo l’usuale schema elastico se alcune 
zone, in numero adeguatamente limitato, risultavano eccessivamente sollecitate, perché 
si poteva fare assegnamento sull’intervento di altre zone non completamente impegnate®. 


5 Molte volte nelle applicazioni conviene sostituire agli integrali delle sommatorie; i solidi ad 
asse curvo si dividono in tronchi di lunghezza tale che ciascuno di questi tronchi possa considerarsi 
come rettilineo. 


° Io stesso ho sentito (1915) dalla viva voce di Silvio Canevazzi insegnare a tracciare per i 
ponti in muratura la curva delle pressioni con il metodo di Résal, considerando l’arco come elastico 
per tutto il suo spessore ed a ripetere poi il calcolo escludendo nella valutazione dei momenti di 
inerzia quella parte di murature che al primo calcolo era risultata tesa e quindi inerte; con che nel 
secondo calcolo, essendo state parzializzate le sezioni di tali zone, restavano maggiormente impegnate 
quelle delle zone rimanenti. 

A Silvio Canevazzi va quindi attribuito il merito di avere per primo, certamente in Italia e 
forse nel mondo, tenuto conto degli effetti della plasticita nelle strutture iperstatiche, 
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Sulla stessa via, estendendo per la prima volta al cemento armato il procedimento 
indicato da Canevazzi, si poneva nel 1911 Carlo Parvopassu in un suo accuratissimo 
studio statico sul Ponte del Risorgimento di Roma, per il quale il calcolo elastico 
indicava tensioni elevatissime nel calcestruzzo e nel ferro; la parzializzazione delle 


sezioni adottata da Parvopassu fece apparire meno gravi e non allarmanti le condizioni 
statiche del ponte’. 


Di approssimazioni successive si possono considerare i procedimenti che discendono 
o dal teorema dei lavori virtuali (B) 0 dal teorema variazionale di Domke, di Mena- 
brea generalizzato, di Colonnetti (C), poiché si vede facilmente che per conoscere 
Yentita delle zone plasticizzate bisogna avere dapprima risolto il sistema iperstatico 
supposto elastico. Pure un procedimento di successive approssimazioni si usa per le 
travature reticolari iperstatiche. 


E’ importante osservare che pud avvenire che, con il crescere dei carichi, parti di 
struttura, che gid erano divenute plastiche, ridiventino elastiche (fenomeno sintetica- 
mente indicato da alcuni con il nome di ritorno). 


Se si considerano bene le cose, il metodo di approssimazione successiva non é altro 
che l’espressione di quanto avviene nella realta: sotto i carichi le tensioni in certe zone 
superano il limite elastico, alcune sezioni di parzializzano o si plasticizzano, con che si 
modificano i valori delle reazioni iperstatiche, al che consegue una ridistribuzione di 
tensioni che alleggerisce le sezioni piu sollecitate ed invece sollecita maggiormente 
quelle meno gravate; é questo l’adattamento plastico fra sezioni® che Silvio Canevazzi 
indicd come fondamentale per uno studio delle strutture che vada oltre il campo elastico. 


(Ricevuto, Settembre 1960) 


7 Pure un procedimento di successiva approssimazione suggeriva in sostanza nel 1934 Arturo 
Danusso quando, per interpretare il funzionamento statico del ponte del Risorgimento e 
piu in generale di strutture che in certi tratti con i metodi consueti della teoria della elasticita 
risultavano troppo sollecitate, proponeva di applicare una distorsione di Volterra, alla quale con- 
segue uno stato di coazione elastica tale da alleggerire le sezioni piu sollecitate per gravare invece 
maggiormente quelle che al calcolo elastico appaiono meno sollecitate. Tl metodo di Danusso é6 una 
applicazione del metodo delle cerniere plastiche esposto nella sua essenza, sotto il nome di »»Trag- 
fahigkeitsmethode“, da Friedrich Bleich nelle sue ,,Stahlhochbauten™ (1932) e poi ripreso e svilup- 
pato da Prager e da altri, con il nome ,,di limit design“, molti anni dopo. Il metodo di Danusso 
consiste nello studiare la struttura quando per la presenza di cerniere plastiche 6 divenuta statica- 
mente determinata. La formazione di cerniere plastiche, che consente una rotazione relativa alle 
due sezioni contigue, non differisce essenzialmente dall’impore una distorsione di Volterra nella 
sezione della cerniera plastica. 


8 Da non confondere con |’adattamento plastico in una sezione. 
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Beitrag zum Problem des unrunden Rohres 


Von E. Tremmel, Salzburg 
Mit 6 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Zur Berechnung der Spannungen im unrunden Rohrquerschnitt wird ein 
numerisches Naherungsverfahren entwickelt; die SchnittgréBen werden hiebei auf das deformierte 
System bezogen und die nichtlinearen Differentialbeziehungen zwischen dem Moment und der 
Neigung der verformten Mittellinie naherungsweise beriicksichtigt. 


I. Problemstellung 


In der Praxis des Rohrbaues wird nicht selten die Frage nach dem Einflu8 von 
Unrundheiten oder sonstigen Imperfektionen auf die Beanspruchung der unter Innen- 
driicken stehenden Rohre gestellt!» 2» *. Dem der iiblichen Bemessung nach der Ring- 
formel zugrundegelegten Membranspannungszustand tiberlagern sich Biegespannungen, 
die in manchen Fallen betrachtliche Werte erreichen; es seien hier nur die an Langs- 
schweiBnahten nicht selten auftretenden, als ,,Dacher‘‘ bezeichneten Eckenbildungen? 
erwahnt, bei denen die Zusatzspannungen sogar das Aufplatzen der SchweiSnaht 
bewirken kénnen. 


Die Berechnung dieser Spannungen nach der Theorie erster Ordnung, in der die 
SchnittgréBen auf die unverformte Mittellinie bezogen sind, fiihrt hier allerdings auf 
zu hohe Werte, da der verhaltnismaBig biegeweiche Rohrquerschnitt bei der Defor- 
mation bekanntlich in eine dem Kreis, d. h. dem Stiitzlinienbogen fiir hydrostatische 
Belastung ahnlichere Form itibergeht. Um ein wirklichkeitstreueres Bild des Spannungs- 
verlaufes zu erhalten, mu daher der EinfluB der Verschiebungen auf den Gleich- 
gewichtszustand beriicksichtigt werden; da es sich hier um endliche Deformationen 
handelt, ist die Linearisierung der zwischen den Differentialquotienten der Biege- 
linie und dem Moment bestehenden Beziehungen unzulissig. 


Die mit der Behandlung derartiger nichtlinearer Probleme verbundenen mathe- 
matischen Schwierigkeiten sind bekannt; geschlossene Lésungen lassen sich nur fiir 
Sonderfalle oder unter Einfiihrung verschiedener Naherungsannahmen ableiten, deren 
Giltigkeit auf bestimmte Voraussetzungen, etwa hinsichtlich der Ausgangsform der 
Mittellinie, beschrankt bleibt. Andererseits erfordern die auf schrittweiser Naherung 
beruhenden numerischen Verfahren, wenn sie mehr als einen bloB qualitativen Uber- 
blick geben sollen, einen betrachtlichen Rechenaufwand. Durch die Méglichkeit des 
Einsatzes programmgesteuerter Rechenautomaten treten jedoch diese Methoden, die 
ja im wesentlichen auf der Wiederholung gleichartiger Operationen aufgebaut sind, 
gegeniiber anderen Berechnungsarten immer mehr in den Vordergrund. 


Wir wollen im folgenden ein derartiges Verfahren entwickeln, bei dem 1. die Schnitt- 
groBen auf das verformte System bezogen und 2. die nichtlinearen Beziehungen zwi- 
schen Moment und Ableitung der Biegelinie niherungsweise beriicksichtigt werden‘. 


* K. Schmidt, Zur Spannungsberechnung unrunder Rohre unter Innendruck, VDI Ztschr. 98 
(1956) Nr. 4, S. 121/25. 


* H. Wagner, Einfache Spannungsberechnung unrunder Rohre unter Innendruck, ebenda 98 
(1956) Nr. 20, 8. 1053/54. 


° J. Kilpa, Uber den Einflu8 der Unrundheit eines Druckbehiilters, ebenda 101 (1959) Nr. 114, 
S. 421/29. 

es Von R. Kappus wurde eine ahnliche, unmittelbar an das Lord Kelvinsche Kriimmungs- 
kreisverfahren anknupfende Niherungsmethode entwickelt, die sich bei entsprechender Modi- 
fikation auch auf unser Problem erweitern lieBe. (R. Kappus, Luftf.-Forschg. 1937, S. 445.) 
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Im ubrigen wird die Berechnung unter den iiblichen Annahmen der Baustatik wie 
Giltigkeit des Hookeschen Gesetzes, Ebenbleiben der Querschnitte usw. durchgefiihrt. 


II. Koordinaten; allgemeine Beziehungen 


Wir betrachten den Rohrquerschnitt, also einen unter Innendruck stehenden 
Ring mit einer von der Kreisform abweichenden Mittellinie, dessen Wandstiirke d klein 
gegeniiber dem mittleren ,,Durchmesser“ aber sonst beliebig veranderlich sei. 


Abb. 1. Bezeichnungen und Koordinatensysteme 


Die geometrische Form der Ausgangslage sei beziiglich eines durch die Tangente 
und die Normale der Mittellinie in einem beliebigen Punkt O gelegten kartesischen 
Systems x, y, durch ihre Gleichung etwa in Form einer Fourierschen Reihe gegeben. 
Bei der Deformation gehe der Punkt P mit den Koordinaten x, y in den Punkt P mit 
den auf die Ausgangslage bezogenen Koordinaten x + u und y + v, der Ursprung O 
demnach in den Punkt O mit den Koordinaten u, und », iiber. Die Tangente in O 
verdrehe sich gegeniiber ihrer urspriinglichen Lage um den Winkel y,. Das gegeniiber 
der Ausgangslage um w,, v verschobene und den Winkel y. verdrehte Achsenkreuz 
bezeichnen wir im weiteren mit ¢ und 7 (Abb. 1). 

Der unverformten Mittellinie seien ferner zugeordnet: das Langenelement ds, 
der Kriimmungshalbmesser r und die Neigung gy der Kurvennormalen gegen die positive 
y-Achse. Bei der Deformation gehe ds in ds, r in 9 und in @ baw. yp tiber, wobei » 
die Neigung der bei der Deformation verdrehten (und verschobenen) Kurventangente 
gegen die positive é-Achse bezeichnet. 
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In der folgenden Zusammenstellung sind diese Zusammenhinge tibersichtlich dar- 
gestellt: 


Mittellinie 
unverformt verformt 
X,Y > x+tu,y+v baw. é, 4 
ds > ds 
r oe OQ 
Q- > p bzw. y. 


Mit den Bezeichnungen fiir die auf die Langeneinheit der Erzeugenden bezogenen 
SchnittgréBen, d. h. die Momente M, Normalkrafte VN und Querkrafte Q (der Index » 
bleibt bei den SchnittgréBen weg, da hier nur Wirkungen in der Querschnittsebene 


untersucht werden), kénnen wir die zwischen ds und ds bestehende Beziehung sofort 
anschreiben; es ist 
ds =(1 +6,) ds, (1) 


wobei «, die von der am Element ds wirkenden Normalkraft N hervorgerufene 
Langsverzerrung ist, also 


(2) 


zu ersetzen. 


gilt; wegen der behinderten Querdehnung ist H durch H* = : = 


ye 


Aus der Differentialgleichung der deformierten Mittellinie 


ds ds M Pik 
0 - Yr pe He li 8, (4) 


woraus wegen ds = rdy und ds = 0 dy unter Beachtung von (1) 


M 
dp — (1 + &,)dy = saz (1 + €,) ds (5) 
folgt und daraus mit 
= M 
dp —dgy = E«J (1 + e,) ds + dq, (6) 


die Beziehung zwischen der Verdrehung des Bogenelementes und dem auf die ver- 
formte Mittelachse bezogenen Biegemoment M sowie — zufolge (2) — der Normalkraft 
N 
Ed 
ist bei der vorausgesetzten geringen Wandstirke klein gegeniiber dem ersten, da die 
Momente von der GréBenordnung p r?, die Normalkrafte von der GréBenordnung p r 


: : : ds 
N. Der zweite Term, den wir auch in der Form épdy = — anschreiben kénnen, 
r 
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sind und daher mit J — “ 
at. (7) 
wird. 


Wir werden also hier im weiteren den Einflu8 der Langenanderungen vernach- 
lassigen. Bei einem diinnwandigen durch hydrostatischen Druck belasteten Kreis- 
bogensegment, bei dem Biegespannungen nur als Folge von Langenanderungen der 
Bogenachse auftreten kénnen, muB dagegen «, offenbar beriicksichtigt werden. 

Fir «, + 0 erhalten wir aus (6) 


= M 
dy — dq = Ee ds. (8) 


Mit dem Winkel y, den die Tangente im Punkt P (s) der verformten Mittellinie mit 
der Achse € des Koordinatensystems einschlieBt, geht (8) wegen 


Y =P — Yo (9) 
also 
dy = dg (10) 
tiber in die Differentialgleichung 
M 
dy —dg = Ea ds. (11) 


Ill. Numerische Integration der Differentialgleichung 


M 


Zur Darstellung des auf die verformte Bogenachse bezogenen Momente WM denken 
wir uns diese im Ursprung 0 des Koordinatensystems aufgeschnitten und bringen 
dort die Schnittgr6Ben M,, N, und Q, an, fiir deren Werte zunachst, etwa auf Grund 
der linearisierten Theorie, Annahmen zu treffen sind. Bei der gegebenen hydrostatischen 


Belastung und dem gewahlten positiven Richtungssinn der Schnittgr6Ben wird dann 
(Abb. 2) 


M = My + Myn+Q%§—Z (E+ 0); (12a) 
N = N, cos y — Q, sin py + p (€ sin y — 7 cos y) (12b) 
Q = N, sin y + Q, cos y — p (§ cos p + 7 sin y). (12c¢) 


GemaB der oben getroffenen Festlegung fallen die Richtungen von N, und Q, mit 
denen der Achsen § bzw. 7 zusammen. 

Wir hatten (12) in (11) einzusetzen, diese Differentialgleichung zu integrieren und 
wiirden so schlieBlich € und 7 als Funktionen von s bzw. ¢ erhalten. Da aber — wie 
schon eingangs erwahnt — die geschlossene Integration der Differentialgleichung bei 


s 
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beliebiger Ausgangslage der Mittellinie und veranderlichem Traigheitsmoment J im 
allgemeinen nicht méglich ist, soll (11) unter Verwendung des im folgenden beschrie- 
benen Naherungsverfahrens integriert werden. 


Abb. 2. Positive Schnittgr6Ben am verformten System 


Wir stellen vorerst den Zuwachs, den die Winkelinderung y —g beim Fort- 
schreiten um ein endlich kleines Intervall As erfaihrt, dar, indem wir in (11) die 
Differentiale durch Differenzen ersetzen und erhalten so 


1 (M 
Ay—4p=% (7), 45 (13) 


wobei (>) den Mittelwert der Funktion ae innerhalb des Intervalls 4s bedeuten 


M(s) N(s) 


Abb. 3. Zur Bestimmung der Anderung der Schnittgré8en beim Fortschreiten um ein kleines 
Intervall As 
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modge. Die Werte des (veranderlichen) Tragheitsmomentes an den Stellen s und 
s + As seien bekannt; das in s + As wirkende Biegemoment kann in der Form 


M (s + As) = M (s) + AM (s,s + As) (14) 


angeschrieben werden. Wird innerhalb des Intervalles As fiir die Funktion ah ein 
linearer Verlauf angenommen, dann ergibt sich 


M 1 /[ M (s) M (s) + AM (s,s + As) 
fee Mae (5 Thi, oend (15) 
und wir erhalten damit aus (13) 
As re! 1 AM (s,s + As) 
ae 49 = 35 | ¥ (Fe seer. Tle + da) aN 


Fiir den Momentenzuwachs AM (s,s + As) entnehmen wir der Abb. 3, wenn As so 
klein angenommen wird, da8 die Anderung des Kriimmungshalbmessers g innerhalb 
des Intervalles vernachlissigt werden kann, 


AM (s,s + As) = N (s) sin + Q (s) cos Al —= (Al)?, (17) 
wobei also 
FAN eA Ui my 


gelten soll. Die zu As gehérige Sehne ist hiebei durch 
A 
Al = 29 sin" (19) 


gegeben; mit 4s = 0 Ay verifiziert man leicht die Beziehung 


ae 
oe 


Wird (17) unter Beriicksichtigung von (20) in (16) eingefiihrt, so erhalt man in 


A 1 1 pe Ae “ Ay 
a 
Alo? > aa M0) (Sq + sexual) + TeraH er ee a ea 
ae Ay 
Sh 
Ay pp 2 (21) 
+ Q(s) cos 5 eq As aa 


eine transzendente Gleichung, aus der bei bekannten Werten von M (s), NV (8) und 
Q(s) der Zuwachs Ay der Tangentenneigung y bestimmt werden kann. Mit A y 
lassen sich weiter die Werte von 4M bzw. M (s + As) aus (17) und (14) und schlieB- 
lich die Koordinatendifferenzen gemaB 


Aé(s + As, As) = As-—7, cos [y + |) 43[1—~ ay | cos [y +] (22a) 
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2 sin : 2 
4 (Ay)? )-. Ay 22b 
An (s+ 48, 4s) = As—z, -sin (y + 4*] = 48 (1— - } sin [y + 3%) (22b) 


berechnen. 

Wir konnen daher, von der Schnittstelle O ausgehend, fiir welche die GréBen Mss 
N, und Q, angenommen wurden und die Koordinaten = 7 = 0 sowie die Tangenten- 
neigung y = 0 bekannt sind, die den einzelnen Intervallen zugeordneten Werte Ay, 
AM sowie die Koordinatendifferenzen und Koordinaten £, 4 der verformten Mittel- 
linie schrittweise berechnen. Die beziiglich der Werte von M,, N, und Qo getroffenen 
Annahmen waren richtig, wenn die auf diese Weise bestimmte neue Gleichgewichts- 
lage der Mittellinie die Stetigkeitsbedingungen an der Schnittstelle O erfillt, d. h., 
wenn wir fiir > Ay = 22, also nach einem vollen Umlauf wieder zum Ausgangs- 
punkt O gelangen und ferner auch > Ay = 2a wird. 

Bevor wir uns jedoch ausfiihrlicher mit den Randbedingungen befassen, wollen 
wir noch naher auf (21) eingehen. Wird im zweiten Term die Multiplikation, mit 


Ay 

Baan 

2 2 ausgefiihrt, so folgt 
Ay 


As 1 1 
Ay — Ap = 55 {Ml (6) Fay Te aa 


a J (s + As) 


: (¥@ —p 5s ey + Q (s) “S|. (21a) 


A 
Die hinsichtlich der Gro8enordnung des Verhialtnisses getroffene Voraussetzung 


(18) erfordert hinreichend enge Intervalle 4s, die im Bereich der gré8ten Anderungen 
des Kriimmungshalbmessers gegebenfalls zu verkleinern sind. Wir werden also den 


Quadranten in mindestens 10 Intervalle unterteilen; dann ist Ag = 5 und da Ay 


von der gleichen GréBenordnung sein mu, kénnen in den Reihenentwicklungen der 
in (21a) auftretenden Funktionen die Glieder hdherer als der dritten Potenz vernach- 
lassigt werden, wie in (22) bereits vorweggenommen wurde. 


Mit 
needy {ee Ce (22) 
app ae + Se... (23) 
a — gs 4 a pean (24) 


folgt fiir den in (21a) innerhalb der eckigen Klammer stehenden Term: 


2 2 [Vo [4y a SS) py As [1 — 4+ 2Q(s) [1 — <P]. (25) 


Beitrag zum Problem des unrunden Rohres 229 
Wird (25) in (21a) eingefiihrt, wobei wir an Stelle der Argumente s und s + As nun 


die Indizes n bzw. n + 1 verwenden, so erhalt man nach einigen Zwischenrechnungen 
fir Ay,,,+, die kubische Gleichung 


1 
(A wera)? = N, (p A Sn, nt1 and Qn) (A Vasnti)” 4 


— FEI nty j 24 M J dpene 
eee GU Ta, | Aan = Wy ae fen Le 
PAS8y, n+1 2 EI n+1 (26) 


deren Koeffizienten dimensionslos sind. Fiir eine urspriinglich kreisférmige Mittellinie 
und endliche Belastung verschwindet die linke Seite wegen M = Q = 0 und N = pr 
sowie 4s = 9 Ay =r Ag identisch, wie es sein muf. 

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB fiir geringe Abweichungen von der 
Kreisform oder fiir kleinere Innendriicke an Stelle von 4y der Wert 


A (Ay) = 8 = Ayp— Ag, (27) 


der dann gegeniiber 4g und Ay klein von héherer Ordnung ist, als Unbekannte ein- 
gefiihrt werden kann. 


Mit Ay =Ap+9 (28) 


erhalten wir nach einigen Zwischenrechnungen: 


M,, Sf : DAS...» 
+ | 53 [e+ i + Q, = pn + 12,49 + (P A8q,nt1 — 4 Qn) AP, nts — Nn AGh nts 
=F ; on ntl n 
4 4 BI y+; 
12 (73 a iN = 2 (p48, 23 — £9n)4Gn, 241 + 3 N, Ag? 
nmy»ntl 


und nach weiterer Umformung in 


A Sn, nti f 
2 EI n+ \ 


Jets 
In 


A 3? +4 ea | 
Ete aE - ees A8p EO VAG 
1 art |oN. (1 z + (p ASn, nti Qn) APn; nt1 


u AQi, nt AG, at 
m, | i 1|+ Assan] 5 Oe An nis ~ PA8y, wis) (1 cs 12 ‘| + Qn f — “Ent 


i Cae aa 


(30) 
einen hinreichend genauen Naherungswert, der unmittelbar berechnet werden kann. 


Mit #,,,,+1 wird y,, ,+1 gemaB (28) und schlieBlich die Tangentenneigung im Punkt 
nm+1 aus Y,41 = Yn + AYn, nti bestimmt. 


IV. Sonderfalle 


Mit Hilfe des vorstehend entwickelten Verfahrens lassen sich auch die durch 
Unstetigkeiten in der Ausgangsform der Mittellinie bedingten Sonderfalle einfach er- 
ledigen. Enthalt das Rohr ebene Flichen, die Mittellinie demnach geradlinige Strecken, 


, As ; 
dann verschwindet in diesen Bereichen wegen Ag = —~ und r > der Kontingenz- 


winkel Ay der unverformten Mittellinie, wihrend As endlich bleibt; unter den gleichen 
Voraussetzungen wie oben, d. h. bei hinreichend kleinem Intervall 4s + 0, gelten die 
Gin. (26) bzw. (30), in denen nun Ap = 0 zu setzen ist, auch fiir diesen Sonderfall. 


230 E. Tremmel: 


Sind andererseits Ecken, also Unstetigkeiten in y’ vorhanden (Abb. 4), wobei es 
belanglos bleibt, ob die anschlieBenden Bereiche geradlinig oder gekriimmt sind, dann 
kénnen wir diese als Stellen unendlicher 
Kriimmung auffassen. 

Mit 

wn A's 0 
AG =O, = in => 


ad 


verschwinden hier 4s und r; aus dy — 
s+ “vw 
—Agy= lore folgt mit « > 0, Ay = 
Se 
= Ay =,, wobei der Winkel, den die 
beiden Tangenten im Punkt uw mitein- 
ander einschlieBen, mit w, bezeichnet ist. 
Die Unstetigkeit von y’ bleibt bei der De- 
formation — wenn die praktisch belang- 
losen Langenanderungen vernachlassigt 
Abb. 4. Unstetigkeit in y’ (Eckenbildung) an werden — in ihrer vollen GroBe erhalten. 
der Stelle pu Bezeichnen wir die knapp vor dem Eck- 
punkt  auftretenden Groen mit dem 
Index w—, die nach dem Eckpunkt auftretenden mit dem Index w+, dann gilt 


Pi = M+ AP nt (31a) 
Pus = Pui + APp ni + Oz (31b) 
und analog 
Pu = Po + AV ua = Pua + AP nua + Onna (32a) 
Yur = Pu- + Oy 5 (32b) 


fiir die SchnittgroBen folgt schlieBlich 


VR | 
N+ = N,— cos ©, — YQ, 8in @, (33) 
Q,4 = N,— sin w, + Q,~ 008 @, - (34) 


Werden die Intervalle so ausgeteilt, daB eine Grenze mit der Unstetigkeitsstelle zu- 
sammenfallt, dann 148t sich die Berechnung der Werte A y,,,,,4, bzw. %,,,+; unter Be- 
achtung der Beziehungen (31) bis (34) wie im allgemeinen Falle durchfiihren. 


V. Randbedingungen 


Die oben genannten Randbedingungen kénnen offenbar wie folgt formuliert werden: 


fir dp = 22 gilt > Ay 


I 


2m (35) 
> ASO (36) 
> Aye; (37) 
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wobei sich (35) wegen (27) durch die gleichwertige Bedingung 
Loo ; (35a) 


ersetzen laBt. 


Wie bei den meisten nichtlinearen Problemen kénnen die Integrationskonstanten, 
im vorliegenden Falle also die in O angebrachten SchnittgrdBen M,, N, und Q,, nicht 
direkt berechnet werden. Man wird daher, etwa ausgehend von den Werten, die diese 
GroéBen bei Vernachlissigung des Einflusses der Verschiebungen, d. h. nach der Theorie 
erster Ordnung annehmen, die Gln. (35) bis (37) durch Probieren lésen. Sind hiebei 
Myr, Nor, Qox die nach der linearisierten Theorie fiir den Punkt 0 berechneten Schnitt- 
groBen, dann muB8 offenbar 

M. Wives M 0 
und 


QoL = Qo 


gelten, wahrend iiber die zwischen den Normalkraften N,z; und N, bestehenden 
GroBenbeziehungen, die von der Lage des gewahlten Ursprunges O, d. h. der Schnitt- 
stelle abhangen, keine allgemeinen Aussagen getroffen werden kénnen. Aus (30) ist 
ferner zu ersehen, da der Einflu8 der Momente M auf die durch # = Ay — Ay 
dargestellten Verdrehungselemente und damit auf die gesuchte Form der Mittellinie 
die Einfliisse der GréBen N und Q iiberwiegt. Dadurch zeichnet sich der folgende 
Rechnungsgang ab: Man sucht zuniachst einen Wert M,,(,) zu gewinnen, der der 
Randbedingung (35) bzw. (35a) geniigt, wobei in (26) oder (30) die GréBen N,z, und 
Qt eingefiihrt werden. Nun wird die Erfiillung der Randbedingungen (36) und (37) 
unter Verwendung der Theorie erster Ordnung erzwungen, wodurch sich Verbesserun- 
gen AM,, ANyx und AQ or ergeben. Wir berechnen nun — unter AufSerachtlassung 
von AM, — die GréBen Nowa = Nor + ANox und Qa = Ot + 4@x und be- 
stimmen wie vorher einen Naherungswert MVM, 2), mit dem, wenn in (26) oder (30) 
nun die GréBen Ni) und Qo) eingefiihrt werden, die Randbedingung (35) bzw. 
(35a) erfiillt wird. Der Vorgang ist zu wiederholen bis die aus (30) und (22) be- 
rechneten Werte #, 4& und Ap allen drei Randbedingungen geniigen. 

Erhalt man nach dem ersten Rechnungsgang aus den Randbedingungen (36) bzw. 
(37) die Differenzen 

SA rte 


wahrend (35) voraussetzungsgem4B erfiillt ist, so koénnen die Verbesserungen nach 
der Theorie erster Ordnung bekanntlich aus den drei Elastizitatsgleichungen 


s s 8 
d d Ed 
AM, {J +ANen [77 +40 f = =0 (38) 
: nds ° n? ds j Ends 
AM, fF" +4Non f +400 [5 -— Hae (39) 
s : es a i 
AM, Ee 4 ANw [ Tt + AQun | = — By (40) 


berechnet werden, wobei hier auf die Transformation zur Gewinnung unabhangiger 
Gleichungen verzichtet wird. 
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Bei einfacher Symmetrie der unverformten Mittellinie wird der Ursprung O auf 
einem der beiden Schnittpunkte mit der Symmetrieachse anzunehmen sein. Hat die 
Mittellinie an dieser Stelle eine Ecke, dann fallt die Normalkraft NV, nicht in die Normale 
zur Symmetrieebene. Als statisch unbestimmte Kraft wahlt man in diesem Falle 


besser die in O angreifende, zur Symmetrieebene normale Kraft N,*; schlieBen die bei- 
den Tangenten in O bzw. O den Winkel w, ein, dann gilt wie oben 


N =N,* cosy + p (sin y — 7 cos y) 
Q = N,* sin y — p (€ cos y + 7 8in y) 
und hier speziell (Abb. 5) 


@ 
— y * — 
N, = N° cos 5 


w 


Q, = Ny" sin > 


Bei Symmetrie, etwa in bezug auf die 
y-Achse, lauten die Randbedingungen 


fiir 
te Sie > APiint = 
baw oo) er = (41) 
und 
> Abn ats = 9; (42) 
y Unter Verwendung eines nach der Theo- 
Abb. 5: Rinfach symamersdcnesusvavoms rie erster Ordnung bestimmten Naherungs- 
mit Eckenbildung wertes der Scheitelnormalkraft N, (bzw. 


im Falle einer Ecke der Kraft N,*) wird 
M, durch Probieren so ermittelt, daB die Randbedingung (41) erfiillt ist. Nach der 
linearen Theorie wird nun fiir die verformte Mittellinie em Wert 4,7 berechnet, 
der die bei der Randbedingung (42) verbliebene Differenz > 4é,,,,4, tilgt. Unter 
Einfiihrung von V,z + A Nox in (26) oder (30) bestimmt man einen neuen, der Rand- 
bedingung (41) geniigenden Naherungswert M,,,). Der Vorgang wird so lange wieder- 
holt, bis mit den aus (26) oder (30) berechneten Werten Ay,,,,1; bzw. %,,,+; und 
Aé,,,+, beide Randbedingungen erfiillt werden. 

Bei doppelter Symmetrie mu8 aus Gleichgewichtsgriinden 


Ny = p(b + %) 
sein (Abb. 6). 
Der in diesem Falle einzuschlagende Weg ist trivial: Wir bestimmen fiir verschie- 
dene angenommene Werte der Scheitelverschiebung v) einen ersten Naherungswert 
von M,, mit dem die Randbedingung (35) erfiillt wird; in der Umgebung jenes Werte 


von vy, fiir den zugleich die Abweichung von der Bedingung g = = a ee 


=b-+ v, ihren kleinsten Absolutwert hat, wird der gleiche Vorgang wiederholt. 
Ist r) der Halbmesser jenes Kreises, dessen Umfang mit dem der Mittellinie iiberein- 
stimmt, dann kann v, offenbar durch die Ungleichung 0 < v, < 7, — b eingeschrankt 
werden. 

Im iibrigen kann der zuletzt geschilderte Rechnungsgang immer dann, wenn nur 
zwei Bedingungen zu erfiillen sind, angewandt werden. 
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VI. Praktische Durchfiihrung 


Wir gehen noch kurz auf die praktische Durchfiihrung des Verfahrens ein und 
wiederholen die wichtigsten Rechnungsginge in ihrer Reihenfolge: 

1. Intervallanzahl n > Ag, .,, = = 

2. Transformation der Gleichung der unverformten Mittellinie auf das durch 


Tangente und Normale im Punkt O gegebene Koordinatensystem x, y: F (a, y) = 0. 


? 


3. Tangentenneigungen und Langenelement der unverformten Mittellinie 


= are tg f (x) 
Y =arctg f(z) >2, 


Ty +1 


Fs Ca = f i ah yo? ax; 
Ly 


4. Berechnung der in (30) auftretenden, bei konstantem Ag unverdanderlichen 
Koeffizienten 


| re 


(Ag,)? (Ag,,)? 
Sa 1 — ioe uSW. ; 


4 ? 
5. Annahme der in 0 (€ = 0, » = 0) wirkenden Schnittgr68en M,, Ny, Q;3 
gegebenenfalls Berechnung nach der linearen Theorie. 


6. Einfiihrung dieser Werte in Gl. (30) > 9%. + 4%. > ¥1; 

7. Koordinatendifferenzen und Koordinaten 4, > &, Am, > 7, (Gln. 22); 

8. Schnittgr6Ben M,, Ny, Q,, Gl. (12a, 12b, 12c). Wiederholung der Einzelschritte 
6., 7., 8. fiir die Intervalle 1— 2, 2—3 usw. bis n—1<—n oder > AQ fi. So: 

9. Einfiihrung der Endwerte in die BETO EN LER (35), (36), (37) > Ay,, 
A En, A Mn 

10. Wiederholung der Einzelschritte 5. bis 9. mit geanderten Werten M, + M, 
unter Beibehaltung von N, und Q, bis zur Erfiillung der Randbedingung (35) — 
=e . A Wy +1,» =22 (> Ores — 0): 

11. Annahme oder approximative Berechnung eines neuen Wertetripels M),,), 
Noa) Goa) unter Zugrundelegung des verformten Systems; 

12. Wiederholung der Schritte 6. bis 11. bis zur Erfiillung aller ae 


Das hier beschriebene Schema 148t sich in verschiedener Weise modifizieren, indem 
etwa nach jeweiligem Erreichen der Endwerte unter Verzicht auf die vorlaufige Er- 
fiillung der Randbedingung (35) sofort die Verbesserungen A M.,), A Now, AQo x) 
nach der linearisierten Theorie berechnet werden. Weitere Modifikationen kénnen 
sich bei Verwendung von Rechenautomaten aus den besonderen Erfordernissen der 


Programmierung ergeben. 


VII. Beriicksichtigung der Langendnderungen 


Die Beriicksichtigung der bisher vernachlassigten Langenanderungen bringt keine 
grundsatzlichen Schwierigkeiten. Werden in (6) die Differentiale wieder durch endliche 


Differenzen ersetzt, so folgt 


234 E. Tremmel: 


1 (mM 
Veet y = AD, ca aa AQ, +1,» = Ee (>), ie é) A Se 4 dey + Eqv4t,» AGes4, 50 (43) 


Der durch (2) gegebene Wert der Verzerrung «, wird wieder durch seinen Mittel- 
wert im Intervall As,,,,, dargestellt: 


ee 
Epvtl,y = Fe Gan (44) 


fiir einen linearen Verlauf der Funktion ae innerhalb des Intervalles gilt analog zu (15) 


F 
i i! 1 ANy +1 ” 
2 45 
Ep vty ee 2 H* [. (“7 rae =e Fy4i Ik ( ) 
mit oe 
. A sy +1,» i| A ) (46) 
AN i= — Gy sin Ay, +1,» [w, A Wy 41,9 ( cos Wp +1, v)+ 


Schreiben wir nun fiir (30) abkiirzend 


A (As, +41,») 


47 
O41,9 = BUAG Fo) ) ( ) 


wobei A (As,,;,,,) und B(As,,;,,) Zahler und Nenner des Bruches (30) darstellen, 
dann gilt mit 


As ae (1 ae €h1,9) N85 (48) 
bei Beriicksichtigung der Langenanderungen 


A (As, 41,») == Ep v+1,v Ay +1, 
B (A 8 +1,» ) 


(49) 


ORs <— 


Zur Erfassung der Wirkung der Langenanderungen ist demnach in (30) die durch 
(48) bestimmte Lange des gedehnten Langenelementes einzufiihren; das im Zahler 
hinzutretende Glied ¢,,,1,, - 49,41,. gibt den durch die Verschiedenheit der Faser- 
langen der gekriimmten Mantelflache bedingten unmittelbaren EinfluB der Liangen- 
anderungen auf die Verdrehungen wieder. Man kénnte nun (48) unter Beachtung von 
(45) und (46) in (49) einfiihren und wiirde so fiir die Winkelanderung #,,,,, bei Ver- 
nachlassigung hdherer Potenzen wieder eine lineare Gleichung entsprechend (30) 
erhalten. Fiir ganz schwach von der Kreisform abweichende Systeme kame dieser 
Weg in Betracht; im allgemeinen geniigt es jedoch, bei dem geringen Einflu8 der 
Langenanderungen, der Berechnung von ¢,,,,,, die aus (30) ermittelten ersten 
Naherungswerte 9 1,, Zugrundezulegen, also in (46) zunachst 


0 
AW +1, ae AQ, +1,» oh OD) ie 


zu setzen und damit verbesserte Werte #) 1, aus (49) zu bestimmen und diesen 
Rechnungsgang gegebenenfalls — nun mit Ay, .1,, = 4@,43,, + 09. ,, — zu wieder- 
holen. Fiir eine kreisformige Ausgangslage der Mittellinie verschwinden die Momente 
zufolge der hydrostatischen Belastung p, andererseits folgt aus der Randbedingung 


fiir die Verdrehungen, die wegen der Rotationssymmetrie am Bogenelement erfiillt 
sein muB: 


M 
dy —dgp = Eg (1 + &) ds + egdp = 0. (50) 
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Die durch das zweite Glied dargestellte Verdrehung zufolge der linear mit dem 
Abstand vom Kriimmungsmittelpunkt verinderlichen Faserlangen wird nun bekannt- 
lich durch ein konstantes Moment kompensiert, dessen GréBe sich aus (50) mit ¢, = 


= ie bei der klein gegeniiber r bzw. @ vorausgesetzten Wandstarke d hinreichend 


genau zu 


ed qd? 
M, po Pp F Te P 12 (51) 


ergibt, wie durch Kinsetzen von (51) in (3) unter Beachtung von @ = (1 + «,) r leicht 
verifiziert werden kann. 

Wie eingangs festgestellt wurde, hat das unrunde Rohr das Bestreben, unter der 
Belastung eine dem Kreiszylinder ahnlichere Form anzunehmen. Aus (3) geht jedoch 
hervor, daB die Kreisform bei allgemeiner Ausgangsform unter endlich groBen Driicken 
nicht erreicht werden kann: einer langs des Umfanges verinderlichen Winkelinderung 
wiirde ein verschwindendes Moment gegeniiberstehen, und auch bei Beriicksichtigung 
der Lingeninderungen wire (3), wie aus (50) zu ersehen ist, nicht erfiillt. 


VIII. Zahlenbeispiel 


Zum Schlu8 seien noch die Ergebnisse eines numerischen Beispieles mitgeteilt. 
Auf ein elliptisches, in hochwertigem Stahl (co, = 4t/em?) ausgefiihrtes Rohr mit den 
Halbachsen der Mittellinie a = 52,5cem, b = 50,5cm und einer Wandstarke von 
d = 3 cm wirke ein auf die Mittellinie bezogener Innendruck von 50 at. (Bezeichnungen 
siehe Abb. 6) 


Abb. 6. Doppelt symmetrisches System 


Aus der Theorie erster Ordnung ergeben sich fiir die SchnittgréBe die Werte 
M, =Mz =+ 2,51 tem 
M,z =— 2,65 tem 
N, = 2,525 t. 
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Das Naherungsverfahren liefert (bei Unterteilung des Quadranten in 10 Inter- 
valle; ohne Beriicksichtigung der Langenanderungen): 


Mi iM ge ae > 1,710 bem: 


Ma = — 1,792 tem 

Ci == O52 ent 

b=b + ~= — 50,82 cm 
N, =pb Ss 254i t 


Wie der Vergleich der Momente zeigt, betragen die nach dem tblichen Verfahren 
berechneten Werte rund das 1,5fache der auf das verformte System bezogenen 
Momente; bei Beriicksichtigung der Langeninderung, wiirden sich die hier ausge- 
wiesenen Momente nur wenig verringern. 

(Lingegangen am 2. November 1960) 


Biegung mit Langskraft in Stahlbetonbalken 
bei Beriicksichtigung des Kriechens 


Von R. Trostel, Berlin 


Mit 15 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Die Beriicksichtigung der zeitabhaingigen Betonverformungen bei der 
Untersuchung des Problems der auBermittigen Biegung fihrt auf eine partielle Integro-Differential- 
gleichung. Diese 1l4Bt sich fiir die technisch wichtigsten Falle durch gut konvergierende Reihen 
losen. Beim symmetrisch bewehrten Querschnitt kommt man damit zu allgemeinen Ergebnissen, 
wahrend bei unsymmetrischer Bewehrung Resultate nur mit konkreten Zahlenwerten erhalten 
werden kénnen. 


I. Allgemeines 


Bekanntlich ist bei der exakten Berechnung der Spannungen eines durch Biege- 

momente und Liangskrafte belasteten Stabes die Verformungstheorie heranzuziehen, 

d. h., bei der Berechnung der Biegemomente zu 

wix) beriicksichtigen, daB auch die Axialkraft einen 

Gi) Momentenbeitrag leistet. Betrachtet man z. B. den 

in Abb. 1 skizzierten Stab, so ist fiir die Berech- 

nung der Biegspannungen das Verformungsmo- 
ment 


— 


M,* («) = M (x) — P wo" (x) (*) 


zu benutzen, wobei M (x) das Biegemoment am unverformten System bedeutet, 
wahrend man die Durchsenkungen w,* aus der Differentialgleichung des Balkens 


is P 
Wy" (X) + az Wo" (*) = GF ea 


unter Beachtung der Randbedingungen w (0) = w (l) = 0 zu ermitteln hat. Da auf 
Grund des Betonkriechens die Deformationen w im Laufe der Zeit stark anwachsen 
kénnen, werden sich auch die endgiiltigen Verformungsmomente M* (x, p) gegen- 
iiber den Werten M),* (x) = M* (w,0) nach (*) insbesondere bei gréferen Axial- 
lasten und entsprechenden Bewehrungsverhiltnissen (kleines Tragheitsmoment der 
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Bewehrungsstihle) stark vergréBern. Auf diese Tatsache hat erstmals Dischinger? 
in einer 1937 erschienenen Arbeit hingewiesen. Allerdings blieben dabei die Bewehrungs- 
verhaltnisse unberiicksichtigt. Erst die neuere Entwicklung auf dem Gebiete der 
Theorie des Verbundes? macht es méglich, nunmehr auch den erheblichen Einflu8 der 
Bewehrung auf diesen Effekt zu erfassen. 

Zur Behandlung der vorliegenden Aufgabe mu vorbereitend das Deformations- 
verhalten eines Balkenelementes unter dem Einflu8 der einwirkenden Schnittlasten 
untersucht werden. Hier unterscheidet man bekanntlich zwei verschiedene Faille je 
nachdem, ob die aus N («) (positiv als Druckkraft) und M (x) bestehende Belastung 
innerhalb des gesamten Querschnittes vorwiegend Druckspannungen und nur geringe 
Zugspannungen hervorruft (womit eine Betrachtung als Verbundquerschnitt in Frage 
kommt), oder mit gerissener Zugzone zu rechnen ist (A § 27, 2d*). Indem wir letzteren 
Fall in geeigneter Weise auf ersteren reduzieren, kénnen wir schlieBlich in Abschnitt IV 
das vorliegende Problem in Form einer partiellen Integro-Differentialgleichung allgemein 
formulieren. In Abschnitt V werden dann technisch wichtige Spezialfalle u. a. auch 
numerisch untersucht. Kinem Zahlenbeispiel folgt in der Zusammenfassung eine fiir die 
Dimensionierung symmetrisch bewehrter Querschnitte zu beachtende Empfehlung. 


II. Das Deformationsverhalten des ungerissenen Verbundquerschnitts 


Wirkung zeitlich konstanter Schnittlasten N (x) und UM (a) 


1. Deformationen und Lastverteilung zur Zeit t = 0 


Die im ideellen Gesamtquerschnitts-Schwerpunkt ©, (Schwerpunkt der aus der 
Betonquerschnittsfliche F, und der reduzierten Bewehrungsquerschnittsflache 
F,.. =nF, bestehenden ideellen Gesamtquerschnittsfliche fF; = F, +0-F,n = 
= H,/E,) angreifende Lingskraft N (x) und das Moment M (x) (beide am ideellen 
Gesamtquerschnitt wirkend) verteilen sich auf den Betonteil [N,, (x), My) (x)] und 
den Stahlteil [V,, (a), W,. (z)]. Diese Teilschnittlasten konnen aus den Gleichgewichts- 
bedingungen unter Heranziehung der auch fiir den Verbundquerschnitt giiltigen 
Bernoullischen Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte berechnet werden. Es 
ergeben sich schlieBlich die Teilschnittlasten’* 


Nye) =" Mey + BN) =F M+ EN, (1a) 
No (e) =—"%** wt @ +7FN@)=—FM+7BEN, (ib) 
My (2) = o M (a), M,, (x) = net M (a) (Ic, d) 
sowie fiir die Kriimmung und Dehnung der ideellen Schwerachse 
m@M=Bo aay (2a, b) 


* Bestimmungen des Deutschen Ausschusses fiir Stahlbeton. 
1 Fr. Dischinger: Untersuchungen iiber die Knicksicherheit, die elastische Verformung und 
das Kriechen des Betons bei Bogenbriicken, Sonderdruck aus ,,Der Bauingenieur“, 18. Jhg., 1937. 
2K. Sattler: Theorie der Verbundkonstruktionen, Bd. 1, Berlin: Wilhelm Ernst & Sohn, 1959. 


1 2 Ausfiihrlicher hieriiber bei K. Sattler, Theorie der Verbundkonstruktionen, Teil I, 
2. Aufl., Ernst & Sohn, Berlin 1959. 
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wobei F’, und (mit den Eigentragheitsmomenten J, und J, von Beton- bzw. Stahlteil) 
Je=Ty+ ye Fy tae ty? P) =I, tds (3) 


Querschnittsflache bzw. auf die ideelle Schwerachse bezogenes Tragheitsmoment des 
Verbundquerschnittes bedeuten. S;=yF,=y.F..,=YyenF. ist das statische 
Moment und J, bzw. nJ, sind die Tragheitsmomente des Betonquerschnitts bzw. des 
reduzierten Stahlquerschnitts hinsichtlich der ideellen Schwerachse ©, (Abb. 2). 


Abb. 2. 


2. Zeitabhingige Deformationen und Lastverteilungen 


Infolge der zeitabhingigen Betondeformationen verschiebt sich die durch (la, d) 
charakterisierte Lastverteilung in dem Sinne, daB eine teilweise Entlastung des Beton- 
querschnittes stattfindet. Diese Lastumlagerungen vom Betonquerschnitt auf den 
Stahlquerschnitt, die auch zusatzliche zeitabhangige Kriimmungen und Dehnungen 
des Gesamtquerschnittes zur Folge haben, werden aus der Forderung nach Giiltigkeit 
der Gleichgewichtsbedingungen und der Bernoullischen Hypothese fiir den Gesamt- 
querschnitt in jedem Zeitaugenblick berechnet. Nach einiger Rechnung 1aBt sich das 
Problem letztlich unter der Voraussetzung konstanten Beton-Elastizitatsmoduls auf 
ein System zweier linearer gekoppelter Differentialgleichungen z. B. fiir die zeitab- 
hangige Gesamtkriimmung und die Dehnung des Verbundquerschnittes reduzieren. 
Fir die hier interessierende Losung fiir die Balkenkriimmung x (x,y) erhalt man 
schlieBlich, nachdem man die erwahnten Differentialgleichungen fiir die Anfangs- 
bedingungen x (x, 0) = x» (x), e (wv, 0) = & (x) gelést hat? 


(x) 


M Nie . 
% (x, 7) = es Sy [1 + fu (x, p)] a mein (x, 7) ={ ain (x, 7), (4a) 


wobei fi (x,y) bzw. fn (x,y) Abkiirzungen fiir die Funktionen 


fF, Met % Ff, %, +a 
ead a Sat, Vea meee P 
F, ,) ae 1+ a x,) e*2 i 


J; nd 
fu (@, 9) = E not 4 (1+ 


n Ji n %y 2 %, — Xe 
is (% ) = site 1 + arr Me e%1F 6 + Me XoP OG) =0 
BS ae ae ae ccene iN (ey 3 (4c) 
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darstellen. Es sind a =y, +y, der Abstand der Teilquerschnitts-Schwerpunkte 
(Abb. 2), ¢, des Endschwindma8 und y, der Endwert der Kriechzahl gy (t). Mit 


ge Es nF, nd, Eyed; 


e F, oy und OG = a Ay (4d, e) 


sind die Werte x, und x, (als Wurzeln einer charakteristischen quadratischen Gleichung) 


2= 7-0 +s, —%) Oey) 4] (4f) 


Wirkung zeitlich veranderlicher Schnittlasten N (x,y) und M (cz, 9) 


Die Lésung fiir diesen Fall kann unmittelbar aus der Loésung (4a) fiir konstante 
Schnittlasten aufgebaut werden, indem man sich die Schnittlasten N (x,y) bzw. 
M (x,y) durch ihre Anfangswerte N (a, 0) bzw. M (x, 0) und die Summe aller Elemen- 


mero >M . 
taranteile as dy bzw, rr dy gemaB 


QP P 
* 1M ' 2 
M (x, 9) = M(w,0) + f dy, N (9) = N(w,0) + f Sody (5) 
a hee 2 
ausgedriickt denkt (Abb. 3). Beachtet man DM yy, 
nun, da die zur Zeit t (zugehdriger Kriech- W Le 


wert y (t)) entstehenden Schnittlastzuwachse 
bis zur Zeit ¢ (zugehdriger Kriechwert 9 (¢)) 
nur die ,,Wirkungsdauer“ gm — yx haben, so 
erhalt man nach Summation iiber alle Ele- 
mentarzuwachse zuziiglich der Anfangswerte 
fiir die zur Zeit ¢ sich ergebende Kriimmung 


Ma) — 


x (x, pm) infolge der zeitlich veranderlichen a Pe ee 
Schnittlasten im Sinne von (4a) ak 
M (x, 0) 1 r Mu 
M (zx, 
(2,9) = gy + fu @o)lt+ gz | GO tf eo — 2) ax 
tO 
Y 
N (a, 0) 1 yN e, 
a: fn (x, 9) 4 EK, F, dx fn (x, — x) dy a rae is (x, ). (6a) 
¥=0 


Partielle Integration liefert bei Beachtung von fy (x, 0) = fn (x, 9) = 0 


dia (~~ x) “| a 


2 (0,9) = gz |M eo —f Men 


e— 0 


7 
1 dfn (,— 7) €s 
— ks a ec : 6 
E, F; [ve ) dx dy + Pn fu (@) oy) 
x=0 
Nun ist z. B. 
Ma Se 


get x ee #2 (P—X) 
fu (% 9 — x)= i jr + SES en mao © ‘ 
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also mit 
al, wu + «, a, x + % 6 
as ‘ ae a ee c,d 
Bin 1 i i, ies ) Bon Ko nJe % — Ye ( 2 ) 
schlieBlich 
dfn (2,9 — X) a (vain Bin e%1? e—*1% ou Ban e%2P e@ #2% (6e) 


ox 


und entsprechend mit den Abkiirzungen 


letztlich 
ofa (Pp — %) 
Oe 


= — By er? € 1% + Boy 78? € 2%. (6h) 


Wir gewinnen damit aus (6b) endgiiltig 


P P 
1 . A 

x (2,9) = wag E (up) + Bim e? [ar eX dy — Boy ce? fu e¥2% a, 
%=0 %=0 


(61) 


5) 


Pp P 
1 8 
+ gop, [pw et [Nm dy Pay evr femme ay| + © pute 
b a 0 Py Pn 


worin die GréBen x,, x, und f, ebenso wie Ff; und J; (schon auf Grund der iiberall 
nicht gleichen Bewehrung) im allgemeinen Falle von der Balkenachsenordinate x 
abhangig sind. 


Spezialfalle 


a) Querschnitt mit symmetrischer Bewehrung 


Wegen y, = y, = 0 (Teilschwerpunkte fallen mit dem ideellen Gesamtschwerpunkt 


zusammen) ist auch a = 0 und damit fy = 0. AuBerdem wird J; = J, +n J, und 
damit hat man 


Minn. Ip. Je F, Fi nF, n Ti 


Lite oy TE 


Body Bed Tae, J; 
und 
1 a) ign)? a ee nF, nJ,\2 
een (“a —7)° 
also 
n ie nF, 
My Ti, eg ee (7a, b) 
so da® schlieBlich 
= nJe 
Jy oe Rh aes k 
5 ae eee — Ji 
Su (x; @) nih (1 e (7c) 


folgt. In diesem Falle sind demnach 


Bin = Bon = Bom = 9, Pim =F: (7d) 
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b) Querschnitt ohne Eigentragheitsmoment der Bewehrung 


Liegen die Bewehrungseisen alle in einer Lage, so ist, wenn wir vom Eigentrag- 


heitsmoment der Rundstiahle selbst absehen, J, = 0. Damit wird «, = 0 und x, = 0 
sowie 


Bs ag Pee — 
, | = = ~* = uy, J,,, = J, + a? F,. (8a) 


a ( FJ, Pod, 


Setzen wir in (4b) baw. (4c) x, = «, = J, = 0, so erscheinen die Resultate 0/0, womit 
die Anwendung der L’Hospitalschen Regel erforderlich wird. Wir betrachten zu- 
nachst (4c), wofiir man auch 


im ax, 1 ae ) 
7 ie ma) (Gat +1) — Oa + a) Gob — 


SS > £ xP 
fv = F, J; ‘i (%, — %2)? oi 
) (G2 +3) (i ee) ee ) 
— x x Oe Ky — 
Re Ps Pi a ATT PS GS rag 
%,—%, ' da, (x, — x2)? 
x, + a, dx, , ; 
x, —% * da, tad Se 
Ks folgt schlieBlich mit 
dx, 
*y OMe = 0, x, at = Xo, (%, — 2) We = ssp es Lar ee ae es 
1 1 dx, ay 1 1 
ry eS | : 
i. Le X29 da, lae=0 1 — a L Lisiles %20 
d 
== II 
da (“1 2) ae =0 %20 
das Resultat 
nF aF r 
fry (2,9) =— FS" [itay y + (1 + Haq) (1 —2™*)], (sb) 
In entsprechender Weise erhalt man 
TetBe, F; X29 25 
fat (059) = — pots [00 @ + (1+) (1+ 5) A — my], (8e) 
und damit werden 
Pa) > ja or] —Hx 
fn ee ee — Binoy + Bono @%20” e~*20%, 
(8d, e) 
rn) > as od — 4 
m — o  — Bimo + Bamo e%? e~ %20%, 


1 
Ingenieur-Archiv XV/1—4 6 
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mit 


aF, aF, indiles, Clie 
Pino = ee, » Bano = J > 


J; J; Dive nF, Sam 
Pimo = Sr » Bao a Jo,¢ (1 J; ) (2 Py J; 


bse 


c. Betonquerschnitt ohne Bewehrung 


Gehen wir von den Formeln (7) fiir den symmetrisch bewehrten Querschnitt aus, 
so hat man {fy =O und mit F,=J,=0, also J;=J,, 


Bim =1,%, = *, Bin Bon Bom 0. 


In diesem Falle nimmt die Gleichung (6i) die einfache Form 


2(0,9) = gz-|M 9) + fae d,| mene @ naz] (9) 
0 


%=0 
an. Dasselbe Resultat lit sich auch aus den Formeln (8) folgern. 


III. Das Deformationsverhalten eines gerissenen Querschnitts 


Zunachst die Verhaltnisse zur Zeit t = 0 betrachtend, haben wir es, da wir auch 
fiir den gerissenen Querschnitt die Giiltigkeit der Bernoullischen Hypothese vor- 
aussetzen, mit einem Verbundquerschnitt, bestehend aus der verbliebenen Beton- 
druckflache fF,’ und der Stahlquerschnittsfliche F, zu tun (Abb. 4). Mit denselben 


YY 


WOE 


= ne) 
G 


Abb. 4. 


Gleichungen wie unter II 1 erhalten wir dann fiir die Teilschnittlasten und die Ver- 
zerrungen wieder die Relationen (1) und (2), worin lediglich F,, F,;,S; und J, durch 
Ff, F;, 8S; und J, zu ersetzen sind, die nunmehr unter Beriicksichtigung des ver- 
kleinerten Betonquerschnittes berechnet werden miissen und im tibrigen dieselbe Bedeu- 
tung wie unter II. 1 haben. M und N (letztere in der gemeinsamen Schwerachse G,’ an- 
greifend) sind wieder die resultierenden Schnittlasten. Die Lage der Spannungs-Null- 
linie und damit die GréBe von 7, die ja die GréBe des Betonquerschnittes F',’ bestimmt, 
ermittelt man aus der Forderung nach Verschwinden der Betonspannungen in der 
Spannungs-Nullinie: 
M N 
Op. A () =n F. 


a 


= 0. (10a) 
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Nehmen wir z. B. an, daB die urspriinglich gegebene Belastung aus einer in der 
Mittellinie wirkenden Kraft N und einem Moment M besteht, so sind 


N=N,M=M—N(}—n) =M—N(F—a (10b) 
und man gewinnt aus (10a) schlieBlich 
Ni J,’ j M 1 
bees: peel ioe tele on 


Hierin sind »,, J; und F’;’ von 7 abhiingig, so daB hieraus 7 berechnet werden kann. 

Bei Betrachtung der zeitabhangigen Vorgiinge, insbesondere bei zeitlich verander- 
lichen Schnittlasten, erkennt man, daB auch die Lage der Spannungsnullinie zeitab- 
hangig wird, so da jede Schnittlastinderung an einem anderen Verbundquerschnitt 
wirksam ist. Die der Formel (6i) entsprechende Relation ist in diesem Falle wesentlich 
komplizierter. Eine Loésung des Problems ist praktisch nur dadurch méglich, daB 
man die Lage der Nullinie wahrend der zeitabhangigen Vorginge als konstant ansieht, 
womit wieder die Relation (6i) (unter Verwendung der GréBen x’, fp’, F;’ und J,’) 
herangezogen werden kann. 


IV. Die zeitabhangigen Balkenverformungen und Schnittlasten 
A. Die Integro-Differentialgleichung des Problems 


Wir betrachten den in A und B elastisch eingespannten Stab der Lange / der neben 
der Axialbelastung P unter einer Querbelastung q (x) stehe (Abb. 5) c(®) und c™) seien 


gi) , 


verformte Balkenacnse 


Urspr 


Abb. 5. 


die Bettungsziffern der Stablager, die mit den Auflagerlasten durch die Beziehungen 


ow* 
* * —_ 1G yee a 1 )\ ee ee 
At = — cA wa, - = cp’ weg ; Ma => cal ) aa oe Mp cB! ) 


244 R. Trostel: 


verkniipft sind, wobei die Auflagerlasten selbst auf Grund der Gleichgewichtsbedin- 
gungen miteinander in der Form 
<— 
Ma’ — Mz" — P [wa* — wat — (3B —%a)] + AL — Mya) = 9 
ste (12a) 
M4* — Mz* — P [wa* — wa" — (%B — %4)] — BI + Mya) = 0 


zusammenhiangen. Der Index * deutet hierbei die endenluEe oe bzw. Verformungs- 


groBen infolge Quer- und Axiallast zur ,,Zeit“‘p an. uM (A) bzw. M. (B) sind die statischen 
Momente der Querbelastung hinsichtlich der (verschobenen) Auflagerpunkte’. 


Die im Stabe entstehenden Biegemomente ergeben sich mit & = z/l zu 


M* (é, p) = Ma* + (Mgt — Ma") E + P [wat + (wa* — wa") & — u* (é, p)] + MO (6). 
(12b) 

Dabei ist it 
MO (£) = MO (&) — Px (8), (12¢) 


wobei M(° (&) die Biegemomente des beidseitig gelenkig gelagerten Stabes unter der 
Last g und z, die anfanglichen lotrechten Abstande der (schwach gekriimmten) Balken- 
schwerachse ©; von der Verbindungslinie der Axiallast-Angriffspunkte sind. 
Die Langskraftbelastung ist 
N (&,g) © P = const. (12d) 
0? w* 1 2208 


Einsetzen von (12b) und (12d) in (6i) liefert mit x (£, gp) & Wot 


(w* sind die lotrechten Verschiebungen der ideellen Balkenschwerachse ©;) eine Integro- 
Differentialgleichung fiir die Verschiebungen. 
Mit Einfiihrung der neuen Variablen 


W* (&, ~) = w* (&, p) — wa* — (we* — wa’) & P P es 
Oe d? w* 
VE _ Nes (13a) 
womit aus (12b) die einfache Relation 
MM" (€,p) = M (é) — P W* (, 9) (13b) 
hervorgeht, erhalt man schlieBlich 
4 
2 We (are 4 ‘get * Auliaveiie tae 
cp + ag, {" + Bure “fir dy — Bam e** [we dy = be 
ag MO ( 
=(aor +t) eto + OO" 0 +t el = veo. 


Wir zerlegen nun die endgiiltigen GroBen w* (é, ~), W* (€, ~), M* (é, v), A* und 
B* in zwei Anteile, wovon der erste die jeweiligen (zeitunabhingigen) GréBen zur 
Zeit t = 0, die wir durch einen Index 0 kennzeichnen, darstellt, wahrend der zweite 
durch einen Index 1 charakterisierte Anteil den Einflu8 des Kriechens und Schwindens 
zum Ausdruck bringt. 


* Vom Einflu8 der Axialverschiebungen wird abgesehen. 
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w* (Ep) = wo (€) + w,* (8,9), W* (, p) = W,* (€) + Wy (é, @), (14a) 
JENS, yp) = M,* (§) + MU, (€,9), A* = A,* + A,° (y), B* (py) = B,* + By (¢). 


Hiermit folgt dann aus (13c) 


P 


P 
22 Wi" " PL 
aie CF {Wa + Bim es? {we e~ "1% dy — Bou eo? fwe eet dy\ ie 
(14b) 
P M,* d? Ws 
= (a7 + Nyy 9) + ee” 1 4 fu 691 — aeeae 
wobei 
M,* (€) = M (&) + May* + (Mao" — May*) € — P [w,* (&) — way *— 
— (WB" — Way") §] = MO (€) — P W,, (é) (14c) 


das Biegemoment [Verformungsmoment] des (im allgemeinen statisch unbestimmt 
gelagerten) Stabes aus der Quer- und Axialbelastung zur Zeit t = 0 ist, und es ver- 
einfacht sich (14b) wegen 


1 a@W,* d@W,* M,*(é) 


panes Fs age gy, 


schlieBlich zu 


2W,* 
; 0 + = J; {We ‘p Bim Eni? fue ex dy — Bom ex2P fue e%2% dx} = 


(15a) 


=(a5 = 2) py G9) +e a = fur (E.9) = vs (Es Ya (E 0) =, 


womit eine Integro-Differentialgleichung fiir die durch das Kriechen und Schwinden 
bedingten Zusatzverformungen gefunden ist. Durch fortlaufendes Differenzieren laBt 
sich aus (15a) die Differentialgleichung 


y2 > 2 Wy 
Sag i Tha) Gg has] psc 


Pr [ > 
egg | age) Wl Pane Hams) 


P) 
30 + 1%, + 1B 2M — Xo Base| W,* = 


£ d a P) wh 07s oY, 
= e%2? = fe %2)P oo lett vil} TT sat (x, + 2) dp + Hy X2 Pr (15b) 
gewinnen, die man mit 
TT, nd, 
ee gia a, 5) 7 Hy + %, = (Fe ay), 
: : 15¢ 
nF, Se) 


Bim — Bom — %, — 4%, = 1+ F,? ty X%_ — X, Bim + *, Bom = F, 
schlieBlich auf die einfache Form 

2 d ‘]02 W,* PL > nF,\ 2 nF, _— 

[ar +0 +e, — x) + a,| VE? eae, E + (1+ F; \= os F; |. a 


eee [2° (é) (1 — a | (p | my, | (15d) 


bringen kann. 
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B. Rand- und Anfangsbedingungen 


Wahrend die Durchbiegungen w* bzw. W* zu Beginn der plastischen Verfor- 
mungen mit den elastischen Durchbiegungen w,* bzw. W,* zur Zeit t =0 (p = 0) 
identisch sein miissen, also fiir die durch das Kriechen und Schwinden bedingten 
Zusatzdeformationen die Anfangsbedingung w,* (&, 0) = 0 bzw. 


W.* (é, 0) = 0 (16) 


gelten muB, umfaBt die Randwertaufgabe die vier Bedingungen (11), in denen noch 
der aus den Gleichgewichtsbedingungen (12a) hervorgehende Zusammenhang zwischen 
den Auflagerlasten beachtet werden mu8. Nach Anwendung der Zerlegung gemaB 
(14a) verbleiben fiir die durch das Kriechen und Schwinden bedingten ZusatzgréB8en 
im Sinne von (11) die Randbedingungen 


dw,* 
Ay = — ca way’, By = — cp wz’, May = ca = - |_|» 
t= 
s 0w,* 
Mp, — — ca™) ae > (17a) 
z=l 


Die Zusatz-Auflagerlasten miissen hierbei entsprechend (12a) die Gleichgewichts- 
bedingungen 
M4,* — Mp, — P (wey* — waz’) + Ay] = 0 | 
(17b) 
Ma,,* — Mp, — P (wey* — wa,;*) — Bl = 0 | 
befriedigen. 


Mit Hilfe von (17b) und den beiden ersten Gleichungen von (17a) kénnen wir 
zunachst die Auflagerverschiebungen w,,* und wg,,* durch die Einspannmomente 
ausdriicken: 

(M 4;* — Mz,*)/P * (M 4,* — Mzp,*)/P 

ca) cat? B1 ~"—en) og K)" (17¢) 

cp(K) P eu) i. oP 


WAY aaa) 


Beachten wir hierin noch (13b), wonach mit (14a) 


M* (§, 9) = Mo (€) — P (W,* (€) + Wy (&, ¢)) = (Mo GL if, Ch 
P W,* (,9) = M,* (&) + My (é, ), 


also 

My’ (&, 9) = — PW,’ (é, 9) (17d) 
und speziell 
Ma;* = M,* (0, P) =—P W,* (0, ); Mp," ae M,* (1, ?) = — wy (1, ¢) (17e) 


ist, so sind die Auflagerverschiebungen in der Form 


W,* (0,9) — W,* (1, 9) 

w Se —_ } ~- pall 58 : 2? 

Al oa) gL?) Sa Guth). -a ping (17£) 
oak) ~P 7 ger pe 


dargestellt, 
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Ks verbleiben nun noch die beiden letzten Gleichungen von (17a), die wir in Form 
von Randbedingungen fiir die GréBe W,* auszudriicken suchen. Hierbei beachten 
wir (13a) und erhalten 


ca™) [> W,* Mp,* — Ma," 
Ma," = i | ere Ter + Wey — way + ae , 

t ep) 1 W,* . , , wan = Ma 
Mp = — ] ce a OR alt ed 


Indem wir hierin die GréBen wa,*, wp;", M4," und Mz," gemaB (17e) und (17f) 
durch die Funktionswerte von W ,* ersetzen, erhalten wir schlieBlich die Randbedingungen 


: ca) /Pl c 4) / Pl : 
W, (0, @) i + P 1 ah | a P < 1 1 W, (1, 2) ee 
: t |szm Ty = | l | =| 
c4™) WwW, 
Pl dE |e=0 a 
cpM)/Pl cp/Pl 8) 
r * B 
ee ee 1 lila Prt 1 fe 
ie | am + =| gpd |=m a =| 
: cx) W,* 
x W, (159) — Pl VE f=1 — 
Mit (15a), bzw. (15d), (16) und (18) ist das vorliegende Pro- Z 
blem fiir die Unbekannte W,* nunmehr formuliert. Nach ihrer g a 
Bestimmung werden gemiB (17d) und (17f) die Biegemomente 
und Auflagerverschiebungen des Zusatzzustandes berechnet, tm oh b 
und schlieBlich folgt aus (13a) der Zusatzverschiebungszu- y 
stand w,* (é, ¢). ] AS 
Speziell fiir Stabe mit ideal- starrer bzw. schlaffer Lagerung ; ; 
(freies Ende, gelenkige Lagerung, Totaleinspannung) (Abb. fe d 
6a — d) sind die Randbedingungen besonders einfach, da die 
Koeffizienten der Gleichungen (18) unabhangig von P werden. Abb. 6a —d 
B) Og og) Soy eg) == on™ = 0, 
Aus (18) erhalt man? die Randbedingungen ~ 
Wi : 
rea Oo? (10) = 0; (19a) 
wahrend aus (17e) und (17f) 
Ma," = — P W,' (0, 9), May = 0, way = 0, way = — W,' (0,9) = May"/P (19) 
hervorgeht. Die Momente und Verschiebungen sind nach (17d) und (13a) 
My (6,9) =— PW 9), wr & 9) = Wr Eo) —Wr 0,9). (190) 
beg op oh, 1 ce 0, 


Die Randbedingungen folgen aus (18) zu 
v (0, P) = 0, Wy qd, 7) = 0, (20a) 


1 Mit Gent Faktor « denken wir uns zuniichst ¢ g(®) = «/c 4™ gesetzt. Dann ist fiir (¢ 4), ¢ 42) + o 
cp(®) + 0 in der ersten Gleichung von (18) nur noch der Anteil [9 W,*/d€]z=o0 wesentlich. 
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und aus (17e) und (17f) hat man 
Ma; = Mz = way = Way = 0. (20b) 


Momente und Verschiebungen sind nach (17d) und (13a) 


w,’ (é 9) = Wr (6,9), My (é, 9) = — PWr (Ee) = — Por, ¢). — (20¢) 


Cc) c4® = cp® = C5 c4™ oss OO, cp™ = 0. 


Aus (18) folgen als Randbedingungen 


> W,* 
W,' (1,9) = 0, Wy" (0,9) + = ys 0, (21a) 
und aus (17e) und (17f) gehen 
>W,* 
My = wa =e =), PY (0, Gy a seo es (21b) 


hervor. Momente und Verschiebungen sind nach (17d) und (13a) 


M, (9) = — PW, (&,¢), wi (€, 9) = Wr (E,¢) —(L—&) Wy (0,9). (21) 


d) c4™ = cp™® = 0, cs”) = cp) = ©. 


Die Gleichungen (18) liefern als Randbedingungen 


> W,* 3 d WwW, 
W,' (0, 0) eel (1, ¢) ae vVé £=0 = 0, W, (0, gy) —W, ae g) eet £0 =U; 
2a) 
und aus (17e) und (17f) erhalt man 
My, = — PW, (0,9), Mp, =— PW (1), Wa = Wa, =. (22b) 
Momente und Verschiebungen sind nach (17d) und (13a) 
WwW, 
My (9) = — PWy (6,9), wi (69) = Wr (69) — Wi (0,9) —s| “3 like (2c) 


Speziell bei hinsichtlich der Stabmitte symmetrischer Belastung und Steifigkeits- 
verteilung wird M4,* = M3z,*, also W,* (0,~) = W,* (1, ¢), so daB sich das Rand- 
wertproblem (22a) zu 

0W;* WwW, 


==) 
d€ |g=0 "SP Debt ae 


= 0, (23a) 


vereinfacht, wahrend die tibrigen Groen sich zu 


wa; = wp = 0, M,* (¢, p) = — PW, (é, 9), wi" (€,9) = Wi (6,9) — Wy" (0,9) + (23b) 
ergeben. 


Wir gehen zur Betrachtung technisch wichtiger Beispiele iiber, die wir mit Hilfe 
von Produktansitzen zur Lésung bringen. 
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V. Der Stab konstanter Steifigkeit mit ideal-starrer bzw. schlaffer Lagerung 
A. Allgemeine Lésung 


In diesem Falle sind in (15a) simtliche Beiwerte 6 und x konstant, wihrend fy 
und fy allen Funktionen von ¢ sind. Die Randwertprobleme (19a), (20a), (21a) und 
(23a) fiir die Stablagerungen der Abb. 6a —d lassen sich durch die allgemeinere 
Randwertaufgabe 


re oW,* 
ay, W,* (0, ~) + tua iar % | 
24 
a > W,* a 
Qo, W,* (1, p) + ee Ye pe : 


erfassen, wobei z. B. im Falle (a) a,, = a. = 0 und a,, = a, = 1 sind, usw. 


Die formale Gleichheit des Randwertproblems mit demjenigen bei der Stab- 
knickung und die einfache Form der Gleichung (15a) in diesem Falle gestattet die 
Lésung der Aufgabe durch Produktlésungen X (&) ®(y), wobei die ortsabhangigen 
Teile die Eigenfunktionen (Knicklinien des Stabes) darstellen. Betrachten wir vor- 
bereitend kurz die reine Stabknickung, die durch die Differentialgleichung 


aw : Pl 
ac AO = 0) Ao im (25) 
und das Randwertproblem 
ay, W (0) + aye dé L. 
(26) 
dw 
QAs1 (W (1) + Ags Ge og a 
beschrieben wird, so hat man, indem man die allgemeine Lésung von (25), 
W =DocosiE+Csinié, (27a) 


in (26) einfiihrt, das fiir die Konstanten C und D lineare homogene Gleichungssystem 
Da, 4-CL G4 = 0; 
11 12 (27b) 
D (dy; Cos A — Ag. A sin A) + C (ag, Sin A + Gy. A cos A) = 0, 


dessen Nennerdeterminante fiir das Entstehen von Null verschiedener Knickfiguren 
bekanntlich verschwinden mu8. Hieraus folgt die Eigenwertgleichung 


A11 Ae2 — Ayn Aoy 


g a ‘ iy, Gey + Ay, Ao A? ’” ar °) 
sowie eine lineare Abhangigkeit der Konstanten C und D in der Form 
12 
Peek, (27d) 


so daB aus (27a) die (nur noch eine willkiirliche Konstante C enthaltende) Losung 


Ww =0lsinae—2 * cos 4é| = Ce (22) (28a) 


ay 
a 


1 
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entsteht. Da durch (27c) eine unendliche Schar von Eigenwerten 1, = | P,1?/E, J : 
definiert ist, fiir die die Lésung (28a) das Randwertproblem (26) befriedigt, ist Gl. (28a) 
mit den willkiirlichen Konstanten C, in der Form 


W = 3 Oye (ue) = > Over (28b) 


k=1 


verallgemeinerungsfahig, wobei die Funktionen 


(28c) 


€ (A, é) = 


die der jeweiligen Eulerlast 


(28d) 


zugehorige Knickfigur darstellen, die man als die Eigenfunktionen des Systems 
bezeichnet. 

Nunmehr wieder das vorliegende Problem betrachtend, setzen wir fiir den Zusatz- 
Zustand W,* die das Randwertproblem (24) befriedigende Produktlésung 


*(§,9) = Poh x §) (29a) 
an, und erhalten mit 
>2 W,* 2 FP: 
se = D LA? Ole (4, 8) und », = = (29b) 
k=1 


nach Einsetzen in (15a) 


foe) 4 P ¢ 
> [(ve hy Oe Bim eo" {%, eX dy + Bom e? ch Gy 4 dz| e (A, €) = 
bat 0 


yr (&, @)- (29¢) 
Beachtet man hierbei noch die Orthogonalitat der od alton 
1 
fed, ée(nedé=0 fir i+k, 
&=0 


was man mit Hilfe der Differentialgleichung (25) unter Heranziehung der Rand- 
bedingungen (26) leicht nachweist, so erhalt man schlieBlich mit 


feapae= 2h a + (S2)'42 + SY cos 2 ay +((¢ 2)" —1]554t— x 


if ayy 2 Ar 


(29d) 


nachdem man (29c) mit einer (beliebigen) Eigenfunktion multipliziert und hernach 
hinsichtlich € in den Grenzen von 0 bis 1 integriert, das System der Integralgleichungen 


‘ 


P 
(¥%, 3) O, — Bare" | @,e- "1 dy + Bays OF | D, e~% dy = — A, (9), 
0 0 


k=1...0, (30a) 
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wobei die Funktionen A, (y) die ,,Fourierkoeffizienten‘ der Entwicklung der rechten 
Seite von (29c) nach a Kigenfunktionen e (A, &) bedeuten. 
Man erhilt 


A, (~) = Am fv (p) + Am fu (9 (30b) 


a é, EL, J; 1 — cos A, Qe. 
so Ce On E - Pe. || An ay os ix| | 
a ; (30c) 
Amy “anee i ah e (A, 5) dé. | 
so 


Die Gleichungen (30a) werden durch Riickgang auf die zugehorigen Differential- 
gleichungen gelést, die man auch unmittelbar erhalt, wenn man den Ansatz (29a) 
in die Gleichungen (15b) bzw. (15d) einfiihrt. Es ergibt sich 


mit 


(% — 1) B, — [(r, — 1) Ge + x) + Bia — Bom] ® + 
+ [(% — 1) 4%, — 24 Pam + % Bim] ®, (31) 


d § ad rw oe . 
= ee dp | eorme dp (A,e “)] = — [Ay — (#1 + #2) Ay + % %_ Ay] = 
"a i J; 


bzw. 
F, ‘alg F, o: 
(y, — 1) ®, a |o —1)+ re (>. oe 1} | , 4 a (>. 7 —1) P= 
= 5 |S ~ An, + | = ; Au| é (31b) 


Thre allgemeine Lésung lautet mit den zunachst willkiirlichen Konstanten Cj, 


und C,, 


1 (41 — Woz) (42 — Mex) ae 
D, = Oy, C7? + Coy cP? — ate ret eave a a ae [ace 2x(P—®) dy — 
scat fagews], aim 
— iE 


wobei die beiden ersten Glieder die Losung ie homogenen Gleichung darstellen, 
wahrend der Rest ein partikulaires Integral der inhomogenen Gleichung ist, das mit 
Hilfe der Variation der Konstanten gefunden wurde. Die w,, bzw. ,, sind die Lésun- 
gen einer (charakteristischen) quadratischen Gleichung. Es folgen mit 


nd, i 
» a 
et ee %, Pom — 2 Bim nF, E J; 
Vk Sad ee iar 1 F; ts ioe 1 3 (32b) 
Bim — Bom Vp XK 
Py = % + %, + ad eaececarl (1. g3) 


fiir die charakteristischen Kxponenten 


1 = SS eee 
O18). Gy [p, + Vp,? ~49;,|. (32¢) 
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Zur Bestimmung der Integrationskonstanten Cy, und Cy, miissen wir die Lésung 
(32a) in die urspriingliche Integralgleichung (30a) einsetzen. Sie ist, wie man nach 
langerer Rechnung erkennt, durch die Lésung (32a) nur dann befriedigt, sofern 


Ci nx Cx, = 0 


werden. Insgesamt erhalt man also schlieBlich als Losung der Integralgleichung (30a) 


1 (4, — Ox) (4, — @ 02, (0— 
®, ei aes — 1 4. (y) | o a is : face uy H dy as 
(#1 — 1p) (%2 — Mx) 01, (P—x) 
+ Dop~ — Wiz face ae ay| : Sea 


Hiermit ist nun im Sinne des nee (29a) die allgemeine Losung fiir Stabe 
konstanter Steifigkeit gefunden. Bemerkenswert ist hierbei noch, daB wegen ®, (0) = 0 
die Anfangsbedingung W,* (€,0) = 0 von vornherein erfiillt ist. Dies leuchtet ein, 
da in der urspriinglichen Integralgleichung keine Ableitungen von ® nach @ vor- 
kommen, so da8 auch keine Integrationskonstanten zur Erfillung eines Anfangs- 
wertproblems zur Verfiigung stehen konnen. 

Beachtet man in (32d) noch (30b), so laBt sich die Zeitfunktion mit 


Funes et = [2 wt ee ene oe ene | ; (33a) 
Vi, a 1 
~ ‘ nJ,\-= oy 2 a 
fur (¢) = oF, (1 TF, | Fave ; es =o. 6a (e Bee (6 14) (33b) 
endgiltig in der Form 
®, (p) = — [Ax fie (p ) + Am fur (p (33¢) 


darstellen. 
Erhebliche Vereinfachungen ergeben sich bei symmetrisch bewehrten Quer- 


schnitten. Hier wird a = 0, also fxzx = 0, und mit den Werten nach (7) hat man 
dann schlieBlich mit 90 = nJ,/J; aus (32c) 


l= 
One ae Wo, = %, = —n FF, 
so daB endgiiltig aus (33b) 
¥,9—1 , 
= x ees 0 Se! 
fan (0) = —5,5 rT |¢ : —1| 
hervorgeht. Mit (29a) und (30c) ist damit der Zusatz-Zustand durch 
co eet 
W' (6,9) = ee M," Pi A 
1 Pia (% 0 — 1) ) P oy dg =< ex (5) (34a) 
k=1 
definiert, und fiir die Petar he gewinnt man wegen M,* = — P W,* dann 


co », o—l 


M,* é,o) = 2 ae aes [fave (¢)aé||1 ee a ‘| e.(€)  (34b) 


k=1 
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Da sich die Momente des elastischen Zustandes zur Zeit t — 0 in der Form 


My (8) = ; ee | fare en (é) dé |e, (é) = Pie - [Jive 8), (6) dé |e 


(34c) 


nach den Kigenfunktionen entwickeln lassen, worin M (é) die (i. allg. statisch unbe- 
stimmten) Momente infolge der Quer- und Axialbelastung nach der Theorie erster 
Ordnung (Lasten werden am unverformten System angreifend gedacht) sind, folgen 
dementsprechend fiir die Gesamtmomente nach Addition von (34b) und (34c) 


v, e—1 


Mt (é,9) = S tlf xo ©) ag| ft bo a (1 ana es (é). (34d) 


Wie die folgenden Beispiele zeigen, stellt (34a) eine stark konvergierende Reihen- 
entwicklung dar, so da man im allgemeinen bei den Zusatzmomenten nur das erste 
Glied ihrer Entwicklung zu beriicksichtigen braucht. Fiir »,@ = 1 bleibt das entspre- 
chende Reihenglied endlich, was man mit der L’Hospitalschen Regel leicht nach- 
weist. Es ist 


lm 1l-—e "Mga © 1 Se ") 
vel a 1 [2 e rsa Vn — ij i Ve = 0. (34e) 


B. Der beidseitig gelenkig gelagerte Stab mit symmetrischer Bewehrung 


Seine Randbedingungen folgen aus (26) mit a,, = a,,; = 1, dj, = dy, = 0. Dem- 
nach hat man aus (27c) die Eigenwertgleichung tg 2 = 0 mit den Eigenwerten /, = k a. 
Die Eigenfunktionen und zugehorigen Eulerlasten sind nach (28c) und (28d) 


E, J; 
é. (4) =snkaeé, FP, a 


Mig = 7, = PP = a* 2, J,/( Pi") sind dann +, = P,/P = k* v wahrend aus (29d) 


6, = 1/2 hervorgeht. Fiihrt man an Stelle von M,* die Biegemomente M aus der ge- 
gebenen Belastung am unverformten System ein, soist, wie man leicht nachweist [s. a. (34c) | 


1 
[ate sin kx ae = k 
6 


so daB man endgiiltig fiir die Momente infolge des Betonkriechens 


co k2vo—1 
. k2ysinkaé (6) |[- tee 
My (é.9) =2|-@) Das [ [0 Ben Ewede 
. (35a) 
und die Zusatzdurchsenkungen 
Wy" (6,9) = wr (6 9) = — My (E, p/P (35b) 


erhalt. Wir betrachten spezielle Beispiele: 
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S 


aa ly 
eae) 


Abby Ta at 
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a) Der durch Mo (€) = M, sina é belastete Stab 


Dieser Spezialfall ist bereits von Dischinger! fiir den bewehrungslosen Stab 
untersucht worden. Wir erhalten aus (35a) 


Re eek 
M,* (€, @) = M, 4 ay [1 a ‘| sin x €. (36a) 
Mit 
M,* (¢) = M,—— sin x é (36b) 
erhalt man dann die Gesamtmomente 
he _vg—l 
M*(é, o) = M, : = “ [2 + area (1 —6: 9 4 )| sin a é. (36c) 


In Abb. 7 a-d sind die Werte max M*/M, (fiir = 1/2) fiir verschiedene Werte 
y,@und» angegeben. Dabei stellen die Grenzkurven fiir 9 = 0 (reiner Betonquer- 
schnitt), wofiir sich aus (36c) 


v 7a 
maxi, , = Jf, eae : 
ergibt, die von Dischinger angegebenen Kurven dar. Der Wert 0 = 1 (reiner Stahl- 
querschnitt) gibt mit den gewohnlichen elastischen Verformungsmomenten 

max M*,., =max Y,*= M, er 


y — | 
die unteren Grenzkurven wieder. 
Mit W,* (@) = —— 7 sin (36d) 
und den aus (35b) folgenden Zusatzverformungen 
Wi (€,9) = — = — i —- [2 Siew sin wé (36e) 
hat man die Gesamtverformungen 
vo—1 

W* (E, 9) = w* (8, 9) = — = os [2 + 7E= 2 (1 ie | I ") | sin 2 €. (36f) 

Mit der Gré8tdurchsenkung W, = w, = — M,/?/(x*? EH, J,) des Balkens infolge 


—~ 


der am anfanglich unverformten System wirkenden Momente M() = M) sin x é wird 


dann 
Oe ew if 


W* (€,9) = Wi (1 — ae (1 fe ao aa ‘)| sin wm &. (36g) 


vo — 1 


In Abb. 8a-c sind W*nax /W, (fiir & = 1/2) fiir verschiedene Werte v und @ in 
Abhangigkeit von g angegeben. Fiir » 9 = 1 ergibt sich der Grenzwert 


v 


Was (Yo ee eG (1 + P); 
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a a) Se ee 
% 5 ok oa 4 
x SX = 
ay a 
NENG Hire: 
~ = 

* S \ 

‘ SA & 

Ne V 

\ | 


Se SS ES SS 
xX 
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was einem linearen Verlauf hinsichtlich y entspricht (gestrichelte Grade). Oberhalb 
dieser Grade sind die Kurven jeweils nach oben, unterhalb der Grade nach unten 
gekriimmt. Fiir » > 0, also fehlender Axiallast ergibt sich 


Lo 
5 (Le =T + far (9) 


was man auch unmittelbar aus (4a) mit (7) folgern kann. 


W* max/W, = 1 + 


b) Stab mit Hinzelmoment M, am Ende 
Fiir die Verformungsmomente M,* (¢) zur Zeit t = 0 erhalt man 


cin (x11) 


DP = Mf — 
o° (5) 1 ire (37a) 
wahrend sich der durch das Kriechen bedingte Anteil mit M ) (€) = M,é und 
1 
eS M, 
[ M) (€) snk a Edé = (— 1)**1 am 
aus (35a) letztlich zu 
SS : 1—k?2vo 
* ~~ 2 (Sd) Pe ke (FS 9) =e < 
MG—9)=7 Mh > as-yet —e |sinkxe = 
k=1 
2 = : 
= iM, S a, (vy) sink a & (37b) 
k=1 


ergibt. Betrachten wir die, fiir die Konvergenz ungiinstigsten Verhaltnisse 9 = 0 
und » = 3*, so hat man 


la, (|= (e"?— U1, las (@)| = >> (e"™ — 1] 


|@2 (p) | homer tt — 1 
also Ae (~) = la, (y)| 33 ev2— 1] 


(Abb. 9). Der GroBtwert dieses Quotienten (8%) 
liegt bei g = 0 vor, was ohnehin uninteressant 
ist, da hierfiir die Zusatzlosung M,* verschwin- 
det. Schon fiir den sicherlich immer eintretenden 
Fall » = 2 betragt das zweite Reihenglied maxi- 
mal 4% des GroBtwertes des ersten Gliedes, Ao 

wahrend die VerhAltnisse fiir groBere Kriech- 

zahlen immer giinstiger werden. Wir begniigen uns mit dem ersten Zusatzglied, und 
haben damit fiir die endgiiltigen Verformungsmomente (Abb. 10a-d): 


sin ( €/'v) 
M* (é, ?) = M,° + M,*~ My sin (a/v) 
vo—l 
2 ariel gee ac 
pee are oo) [: é sin w & (37c) 


* Kleinere Werte v wollen wir ausschlieBen 


Ingenieur-Archiv XV/1—4 1y/ 
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c) Stab mit gleichmadBiger Belastung q (x) = q- 


Die Verformungsmomente M,* (€) zur Zeit t = 0 sind 


sin [x (1 — &)/V'v] sin (x &/J'v) 1| wee GP (38a) 


Wie = fe 
o” () m.| sin (x/J'r) sin (x/)'v) 


Abb. LU, — a 


und der durch das Kriechen bedingte Anteil folgt mit M  (é) = 4M, (€ — &) und 


1 

, 16 M,|(a° k®) firk =—1,3,5...(2n +1 
[ mo (@ sin kx ede = : aia: 
. 0 fir fie 204 6. oe 
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aus (35a) zu 


(2nM+1)2v0o—1  ~ 


; 32 - L—e @nM+1—1" | sin(2n + 1)2é 
M,* (é.9) = ex My,» (1—e) ) n+ 1) [n+ 1)*»—1][(Qn Seg We ares (38b) 


n=0 


Hier ist der Quotient zweier aufeinanderfolgender Reihenglieder im ungiinstigsten 
Falle (0 = 0, » = 3, m = 0) 


18 10 


‘Aibbs lta —d. 
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— 0,00197, 


4 


so daB wiederum allein das erste Reihenglied beriicksichtigt zu werden braucht. Man 
hat also endgiiltig (Abb. 1la-d). 


: 8y a, fain [x (1 — 8)/Vo] | sin (x 6/9) 
HG 9) ae Mel ry aie (380) 


C. Stab mit einem eingespannten und einem gelenkig gelagerten Ende 
unter gleichmaBiger Belastung q(x) =q (symmetr. Bewehrung) 


Das Randwertproblem (21a) wird mit (24) durch a, = d4, =@,; = 1, 4g, = 0 
beschrieben. Folglich hat man aus (27c) die Eigenwertgleichung tg A = A mit den 
Losungen 


5 
Ay = 4,493; A, = 7,725; 2g = 10,904; Ay = 14,066; A, = (Qn + 1)>. 


> 


lim 


Mit A=, 2, (:, S13 1h, = L72MG, = 2,43; ty = BSG) eee 3x) 


—ISo 


erhalt man dann 


Se OP oe ded iee. 


a es BR Oh cere oi" Y> 


wobei v= 7, = A,?H,J,/P 1% bedeutet. Die EHigenfunktionen sind nach (28c) 
é, (€) = sin A, é — A, cos A, € wabrend aus (29d) 6,=4A,?/2 = ¢,? - 2,7/2 hervorgeht. Die 
(statisch unbestimmten) Momente infolge der Belastung q, sind 

wf () = —M,[1—5€ + 42"), M, = ql, 


und es ergibt sich nach einiger Rechnung 


1 1 
y SPS Ge 4M, 
[ Moade= yz [ Mode = AA te aya, 
0 0 


so dafi endgiiltig fiir die durch das Kriechen bedingten Zusatzmomente aus (34b) 


co $y 
5 8M, (1 —e@)” tg? (A;,/2) een ae Tee e, (é) 
M, (€, p) = 13 — tip cea ee k | = 
(39a) 


entsteht. Beachten wir, daB e, (&)/¢, fiir alle k immer dieselbe Gré8enordnung besitzt, 
so kénnen wir an Hand der GrédBen 


j o*ve—1 
ss tg? (2,/2) toe eat 
[i >— live ~ 


Ay, 


-10 


Abb, 12a — di 


DEY 
aisle ae 


b 
) 


Z 


Ny 


A 


Wet} WOT YZ 


@=02 
u - P\ 1 
J \ | 3s 
Ban, 
/ gage 
(Gis 


S 
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eine Abschatzung hinsichtlich der Konvergenz der Entwicklung (39a) gewinnen. Im 
ungiinstigsten Falle (@ = 0,y = 0 und y = 3) ergibt sich 


a2 


2 
| — 0,0328 . 


ig 3c 1 
rab ie aes ak) el 
Obwohl die Konvergenz, verglichen mit (38b), also derselben Belastung am statisch 
bestimmten Balken, schon etwas schlechter ist, begniigen wir uns auch hier mit dem 
ersten Gliede der Entwicklung, und erhalten in ausgezeichneter Naherung mit 
te? (A 2) = 1 5So" 
vo—t1 


v Saree 2 : 
M ,* (é, p) © 90,1378 M, (1 — @) (sie E € ‘i | (eiiaas £541 008 ee 
. (39b) 


Die elastischen Verformungsmomente zur Zeit t = 0 ergeben sich, wie bekannt, zu 


8 (Ay2/v) + 2 — 2 cos (A,/V'v) — 2 (A,/Vr) sin (A/V) 2 Ad 
* = Ee g = 1 ae. 
eh slaeelsad ERT SOLES TET uum Lael 
+008 = (1) 1]. (39c) 
In Abb. 12a-d sind die endgiiltigen Verformungsmomente 
M* (E,p) = My" (6) + My (E9) (39d) 


fiir einige Werte von », 9 und m in Abhangigkeit der Balkenordinate € graphisch darge- 
stellt. 


D. Beidseitig eingespannter symmetrisch bewehrter Stab 
unter gleichmaBiger Belastung q(x) =q 


Dem zugehoérigen Randwertproblem (23a) wird durch (24) mit a,, =a,, = 0, 
Ay. = 4g = 1 entsprochen. Dabei muB e, (0) = e, (1) sein. Dies und die sich fiir den 
vorliegenden Fall ergebende Eigenwertgleichung tg A= 0 liefern als Eigenwerte 
Ay = 2k x, also 


J; 
Pegs Pi ~ = key, “gee oe Be CPP). 
-Denken wir uns in (28a) die Konstante C durch D nach (27d) ausgedriickt, so erhalt 
man schlieBlich 
é, (€) = coa'2. ke 
und nach (29d) 6, = %. 
Die (statisch unbestimmten) Momente infolge q, sind 


(= M,[—F+4e—48], a, =elt/s 


a 


NS 
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Abb, 13a — d. 
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Es folgt somit schlieBlich fiir die, durch das Kriechen bedingten Zusatzmomente aus 
(34b) 


a elit) eel 

4 sy Fee keo—1 Pe es as 

MOG 9) = == Ee (k2» — 1) (k? ve — 1) cos TES 
k=1 
= — S'a, cos 2kxé. 
k=1 

Da im ungiinstigsten Falle (0 = 0, p = 0, » = 3) 
(; > 1?7— 1 


Ae 


2 
cetera 4 = 0,0331 


ay 


wird, ist die alleinige Beriicksichtigung des ersten Gliedes wieder eine ausgezeichnete 


Naherung, so daB wir 
vo—1 


4 veos22& Pe OL 
M, (&, ¢) pele tena (1 —@) G Si Gea [2 € 1 | (40a) 


setzen kénnen. Die Verformungsmomente zur Zeit ¢ = 0 ergeben sich, wie bekannt, zu 


M, GE AGE (2 n/ Vv) sin (2 m/\v) 
= = a — 2}. 
| Vv rs V» a 1 — cos (2a /Vr) Se Vo ¢ (40b) 


Die endgiiltigen Verformungsmomente M* = M,* + M,° sind fiir einige Werte 
y,a und gy in Abhangigkeit der Balkenachsenordinate in Abb. 13 dargestellt. 


M,* (§) = 


mm? 


E. Ermittlung der endgiiltigen Beton- und Stahlspannungen fiir Stabe 
mit symmetrischer Bewehrung unter der Voraussetzung nichtgerissener 
Zugzone 


Fir die, von den Eisen aufzunehmenden Verformungsmomente erhalt man mit 
Me =— PV, 


4 By BE ‘, Ryd. : B,J; 
Nie We’ ( == “)=eM— SS My". 
Mit (34b) folgt dann wegen e,”” = —A,?e, und », = A,? H,J,/(P lI’) 
) o—l1 
(als ae : 
oe OG. me 5 hae te Lf teas: —- ar Jaw = 
M * + Mor (41a) 
wahrend der Beton den restlichen Momentanteil aufzunehmen hat: 
9.0 
* * * (1 hea ) “~~ —1 * 
M, = M* — MN," = (1—o) M,* + or rere Lf wes] —1| x 
x &, (&) = My" + M,,". (41b) 


Die zentrische Druckbelastung N = P und das Schwinden rufen, wie bekannt! 
1g, 8. 287 
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zur Zeit t folgende Druckkrafte hervor: 


a) im Beton 


nF, ‘ nF, 
1 Se a c, E, F ey ad 
N,=P F, se ° (1 athe dh (41c) 
b) im Stahl 
nF, ni, 
7, Dae ae e, Ey F, nha? 
N= P = F,° | Mee 5 5 (1 ts. (41d) 
Die resultierenden extremalen Randspannungen sind dann 
. N, * ‘ N, M,* 
Cxtey o. = F, + ay7— > extr. o,* = PF, + W, (4le) 


Um zu einem einfachen Uberblick der Spannungsverteilung zu kommen, betrachten 


wir speziell eine anfangliche Momentenbelastung M — M, e, (é). In diesem Falle hat 
man aus (4la, b) mit », =» 


y? ed eal ne 
My" =.¢(1.—e) ip ST} tee — 1p [2 faupnged "| at (42a) 


vel 


Np) — E rT? 4] a, (42b) 


y—l1 


und man erkennt, da fiir »o > 1 sogar eine Entlastung des Betonquerschnittes 


stattfinden kann, da in diesem Falle M,,*/M < 0 wird. Nur fiir » 9 < 1 findet infolge 
der durch das Kriechen bedingten Zusatzdeformationen und damit der Zusatzmomente 
M,* eine zusatzliche Belastung des Betonquerschnitts statt. Im Spezialfall »o = 1 
wird M,,* = 0, d.h., es veraéndern sich die zur Zeit t = 0 vorhandenen Betonbiege- 
spannungen iiberhaupt nicht. Dies kommt auch in den Durchbiegungskurven der 
Abb. 8 zum Ausdruck, wo sich fiir » 9 = 1 ein mit  lineares Anwachsen der Durch- 
biegungen ergibt, was bekanntlich einer konstanten Betonbelastung entspricht. Fir 
yo < 1 wachsen die Durchbiegungen entsprechend der zusiatzlichen Betonbelastung 
starker als linear, fiir » 9 > 1 entsprechend der Betonentlastung schwacher als linear 
mit y. Die Stahlanteile werden demgegeniiber unter dem Einflu8 der Zusatzmomente 
M,* stets zusatzlich belastet, was zu erheblichen Stahlspannungssteigerungen fiihren 
kann. Die Stahlspannungen wachsen jedoch fiir ye > 1, da sie proportional den 
Kriimmungen W”’ sind, schwacher als linear mit y, so dafX die Stahlspannungser- 
héhungen infolge der zeitabhangigen Vorginge fiir diesen Fall geringer sind, als fiir 
yo < 1. Der Konstrukteur sollte also danach trachten, stets »@ > 1 zu machen, da 
er hiermit einerseits eine Entlastung des Betons und andererseits eine nicht allzugroBe 
Stahlspannungssteigerung erreichen kann. 

Wir wollen zunachst untersuchen, in welchen Fallen infolge der tiblichen Bemes- 
sungsweise nach den Bestimmungen des deutschen Ausschusses fiir Stahlbeton (A § 27) 
durch den EinfluB des Kriechens zusitzliche Momentenbelastungen des Betons und 
damit zusitzliche Betonbiegespannungen entstehen kénnen, d. h., in welchen Fallen 
y o kleiner als 1 sein kann. Offensichtlich ist dies von den verwendeten Beton- und Stahl- 
giiten sowie vom Schlankheitsgrad des Systems abhangig. Zunachst 148t sich y in der 


Form 
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Ay? Ey J n* Hy J; n® Hy Jy [(1 — @) a? Hy Py 
1 


darstellen, wobei J, =1(m/A,) die Knicklange hinsichtlich eines Ausknickens in der 
Biegeebene und s, = 1,/i, = LVF, den Schlankheitsgrad bei alleiniger Beriick- 
sichtigung des Betonquerschnittes bedeuten (vgl. a. A § 27, 2c). Fir P hat man dem- 
gegeniiber nach A § 27, 2b 


1 
PS was + 695), B=f/F,, 


so da man insgesamt 


EH. 
yd — a 
2 (1 — @) (Ky + 9,4) 8, 


erhalt. Demnach wird mit o0/(1 —e@) = nJ,/J, schlieBlich 


32° H, Fi; a) 
VOZAR = Sa 


Hierbei ist w der, der maSgebenden Schlankheit s,,,;, zugehd6rige Knickbeiwert. 
Srmin Draucht hierbei nicht gleich s, zu sein, wenn z. B. der Knicksicherheitsnachweis 
in der durch die Querbelastung charakterisierten Durchbiegungsrichtung nicht maf- 
gebend ist. In diesem Falle wird (8,min) > @ (8,), so daB& wir zu einer unteren Ab- 
schatzung von vo gelangen, indem wir o (s,min) = @ (s,) setzen. Wegen @ (8,min) > 
> @ (s,) ist also dann erst recht 


ied iy J @ (s,) 
"SSK toumg, ee | 


(43a) 


Ist hingegen die Durchbiegungsrichtung aus der Querbelastung auch gleichzeitig 
die mafgebende Richtung hinsichtlich des Knicksicherheitsnachweises (was jedoch 
in praktischen Fallen fast immer vermieden werden wird), so ist genau @ (s,min) = 
= (s,), so daB (43a) fiir die untere Abschatzung von (vy @) in jedem Falle gilt. 

Eine weitere Reduktion von (43a) ist nun nur noch fiir spezielle Querschnitts- 
formen moglich. Fiir einen Rechteckquerschnitt sind 


J, = 6 d3/12, J, = 2 (ed)? (F,/2) = e2 d? F,, 


wobei b bzw. d Breite bzw. Hohe des Querschnitts und ed der Abstand der (symmetrisch 
angeordneten) Bewehrung [Gesamtquerschnitt 2 (F,/2) = F,] von der gemeinsamen 
Schwerachse sind. Man erhalt aus (48a) 

H,e= pu o (8,) 


(vo) = 36 x? — 


Ky+o,4 8? 


(43b) 


Nun ist u/(K, + 0,) eine von Null auf 1/o, monoton anwachsende Funktion 
von uw, so dafi ihr Minimalwert fiir die nach A § 27, 2d vorgeschriebene Minimalbe- 
wehrung von 0,4% am schwacher belasteten Rande, also fiir eine (symmetrisch ange- 
ordnete) Gesamt-Minimalbewehrung von 0,8% entsteht. Mit ~ — 0,008 und dem 
gebrauchlichen Wert ¢ = 0,4 hat man also aus (43b) 


EL, @ (8») 


— ee a 
vipiey 0 AOS Sa untae 


=2. (43¢) 


In Tabelle 1 sind mit H, = 2,1 - 10° kg/cm? die der Gleichung (43c) entsprechenden 
Werte ) in Abhangigkeit der Schlankheit s, und der verwendeten Beton- und Stahl- 
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giiten angegeben!. Hier erkennt man, da nur bei kleinen Schlankheiten und bei 
Verwendung weniger fester Betone und Bewehrungsstihle die nach A § 27 bemessenen 
Querschnitte keine Betonspannungserhéhung im Laufe der Zeit erfahren koénnen, da 
sie links der Treppenkurve liegen, die die Werte ) > 1 von den Werten d < | trennt. 
Insbesondere bei grofen Schlankheiten und hochfesten Betonen kénnen jedoch wahrend 
des Kriechens die Biegespannungen erheblich anwachsen (siehe z. B. das nachfolgende 
Beispiel). 

Nun noch einen Blick auf die Vergré8erung der Stahlspannungen. ce unter Einbau 
der Bemessungsvorschriften nach den Stahlbetonbestimmungen eine Abschatzung 
fiir die gréBtméglichen Stahlspannungen angeben zu kiénnen, bedarf es umfangreicher 
Rechnungen die vom Verfasser nur fiir B 225 durchgefiihrt worden sind. Hierbei 
ergab sich, daB man sogar auch mit der Voraussetzung »o > 1 in ungiinstigsten 
Fallen mit Stahldruckspannungen extr 0} aruck < 40 0% m1 und mit Stahlzugspannungen 
extr a mg < 27,5 05 rechnen mu. Mit oy», — 90 kg/em? fiir B 225 bedeutet dies, 
da in ungiinstigsten Fallen, nachdem man nach den Bestimmungen bemessen hat, 
auch fiir »@>1 immer noch Stahldruckspannungen extr 6} ancy = 3600 kg/cm? 
und Stahlzugspannungen extr o; »~4g = 2480 kg/cm? im Laufe der Zeit maximal 
entstehen kénnten. Die Abschatzungen fiir die Stahlspannungen werden mit groBeren 
Werten vo rasch giinstiger. So erhailt man z. B. fiir v9 > 1,5 


* * 
extr Oe druck S 34 0%} zul> extr Oe mg = 17,5 Ob mul: 


Man ersieht hieran, da die Forderung vo = 1 insbesondere hinsichtlich der 
Stahlzugspannungen bei Verwendung der Betonstihle I und II bereits die auBerste 
Beanspruchung der Stahl-Zugfaser enthalten kann. 


F. Beispiel St. gary, 
Als Beispiel betrachten wir den nach Abb. 8 
beidseitig gelenkig gelagerten Stab mit / = 8,25 m, 
P =40t und M, = 2,6 mt. Hierfiir ware nach A 
§ 27 der in Abb. 14 angegebene quadratische Cbzul _ 110 
Querschnitt (B 300,St. III) hinreichend. Mit F, = Cezy/ 2000 
= 4. 1,54 = 6,16 cm? und F, = 27,5? = 758 cm? Semen, =e. n } 
wird uw = 6,16/758 = 0,813% > 0,8% und es ent- 
fallt auf den schwacher beanspruchten (unteren) 
Rand der Bewehrungsanteil 0,813/2 > 0,4%. Mit 
h,/d = 825/27,5 = 30 haben wir » = 1,72, und 
es ist mit K, = 240 kg/em? und o, = 4,2 t/cm? 


B300/St 


Lt=lo/f3 = 0813} 


1 
Pm = 3, *, + 9.F.) = 


Abb. 14. 


= 40,3¢ = 400 = Pou. 
womit der Knicksicherheitsnachweis gefiihrt ist. Die statischen Werte des (als unge- 
rissen angenommen) Verbundquerschnittes sind mit m = 15 (A § 27, 2d) 
=F, (1+ np) = 758 - 1,122 = 850 cm’, 
J, =J,(1 + 122 p) = 47,9 - 108 - 1,212 = 58100 cms, 
Wy = J,/(d/2) = 4225 cm’, W,, =JS,/ned = 371 cm?. 


1 Fiir kleinere Werte ¢ verschlechtern sich die Verhaltnisse noch, Die Treppenkurve liegt dann 
noch weiter links, 
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Dann werden 


P My 
2) ea F; os Wi: 


= 47,1 + 61,5 = 108,6 kg/cm? (Druck) < 110, 


108,6 
Oy = — ge + te = — 471 + 61,5 = 14,4 kglom? (Zug) < —— = 


4 
= 27,15 kg/cm?, 


Gt - oe i = 706 + 702 = 1408 kg/cm? (Druck) > 2000, 
C4, =n = — ae = 706 — 702 = 4 kg/cm? (Druck). 


Der Querschnitt ist also nach A § 27 hinreichend. 


Wir berechnen nun die Spannungen nach der genauen Theorie, wobei wir 
E, = 340000 kg/cm? setzen. Man erhalt 


n? Ey J; x? By J; nx? E, J, a? H, ed? F, 


PE = 7,15; ve = pie py a Pr: = 0,512 (< 1!) 


i 


und aus (4la, b) mit y, = 4, e, (¢) = sink a & und Mice M, sin x € sowie 


MU, =" 


v 


y—l1l 


also 
max M,* = 0,505 M,, max M,* = 1,496 M, 


so daB sich mit W, = bd?/6 = 3475 cm? und W,=«e-d-F, = 64,5 cm? (M, = 
= 2,6 mt) die Biegespannungen 


extr o, = 2,035 t/em?, extr o,*” = 112 kg/cm? 


ergeben. Die Normalspannungen aus der Lingskraftbelastung folgen aus (41c, d) mit 
Pn = 4 
a) ohne Schwinden! 
n Fe . nF, 
(pre == on = Sa ee 
6 stata 41,5 kg/cm? (Druck), o,® = = F tee = 


= 1,384 t/em? (Druck) 


oj) = 


b) allein infolge Schwinden (¢, = 1,8 - 10~4) 


nF, 


_E as at (8) 
GkOuesiot ( as Olt = 2,7 kg/cm? (Zug), o, = serra = 0,328 t/em? (Druck). 


Der Spannungszustand zu Beginn (g = 0) ist durch die Schnittlasten 


y 
max BR = M, a re N = Ie 


1 Hierbei wurde n = H,/E, = 2,1/0,34 = 6,18 gesetzt 


— 
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gekennzeichnet, so daB die Spannungen! zur ,,Zeit* qnzsr() 


x max M,* . M,* 
extr oj = ——*- = 79,8kg/om?, . extr oj? = “"—* = 0,876 t/om? 
bv, e,t 
12 


o,™) rt F; = 50,25 kg/cm?, = 0, = 0,31 t/em* 


sind. In Tabelle 2 sind die Spannungswerte noch einmal zusammengestellt. Man 
erkennt, daB die tatsichlichen Spannungen z.T. weit iiber den zulassigen liegen, 
obwohl der Spannungsnachweis nach den Bestimmungen hinreichte. Die gréBten 
Stahldruckspannungen liegen nahe an der Quetschgrenze und die gréBten Betondruck- 
spannungen sind um ¢a. 40% gré8er als die zulissigen. Wesentlicher als die Spannungs- 
erhdhungen im Druckbereich, die ohne Zerstérung des Materials getragen werden 
kénnen, scheint das Anwachsen der Betonzugspannungen von 14,4 kg/cm? auf 
73,2 kg/cm?, was sicherlich ein Reifen der Zugzone und damit eine Verringerung der 
Stabsteifigkeit zur Folge hat, was wiederum die Durchsenkungen und damit auch die 
Zusatzmomente M,* vergréBert, so da die tatsichlichen Gesamtspannungen noch 
hdher liegen werden. Dariiber hinaus ist zu bemerken, da Schwankungen des Beton- 
moduls nach unten schon sehr schnell simtliche Spannungen iiber jedes zulassige 
Ma steigern kénnen. So ergeben sich beispiels- Ob ; 

weise bereits mit H, = 3.105 kg/em? (nach DIN de 
4227) die schon wesentlich gré8eren Spannungs- 
werte in der letzten Spalte der Tabelle 2. 


Wir wollen nun dieselbe Belastung mittels 8300/51 
eines Querschnitts abtragen, bei dem v9 > 1 Sbzul _ 110 
ist. Dies erreichen wir am besten, ohne den Cezu/ 2000 
Stahlquerschnitt besonders stark vergréBern zu é- Fo 0.403 
miissen, durch Verwendung eines hoheren ee 
Querschnitts (Abb. 15). Wahlen wir einen Recht- L=be/ by = 0835% 


eckquerschnitt 27,5/35 mit F, = 963 cm?, so 
miissen wir, um der Forderung nach Minimal- 
bewehrung zu geniigen, 42 16 mit F,=4- 
- 2,01 = 8,04 cm? einlegen, womit wieder uw = 
= F,/F, = 0,835 % > 0,8% ist. Mit F, =F, 
(1 + np) = 1085cm?, J; =J,(1 4+ 12e*np) = 
— 122400 cm4 (n = 15), 


Wn =d,/(d/2) = 7000 cm® und W,,, = J,/ned = 579 cm® 


ergeben sich dann im Sinne von A § 27 fiir die Spannungen 


Oy) = 36,9 4+ 37,2 = 74,1 kg/cm? (Druck) 
Opn = — 36,9 + 37,2 = 0,3 kg/cm? (Zug) 

C.96-= 553 + 449 = 1002 kg/cm? (Druck) 
Cn = 553 — 449 = 104 kg/cm? (Druck). 


Fiir die genaue Berechnung bestimmen wir zunachst den Kennwert ye, der im 


vorliegenden Falle 
> H 62 dak 
eee PL 


= [ain | 
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ist. Mit Z, = 3,4 - 10°kg/cm? erhalten wir weiterhin 


a2 i, J; rs 
Da 13,37, @ = 90,0908 
und damit aus (42a,b) mit gy, =4 die Zusatzmomente max M,,* = 0,373 My, 
max M*,, = — 0,066 M,, (Entlastung!) denen mit W, = 6 d?/6 = 5620cm* und 
W, =e-d-F, = 113,3 cm? die Biege-Zusatzspannungen 


@ 


extr o,,°™ = 856 kg/em2, extr o,,*) = — 3,1 kg/cm? (Entlastung!) 


entsprechen. Zur Zeit ¢ = 0 erhalten wir auf Grund des (elastischen) Verformungs- 
momentes M,* = M, »/(v —1) die Biegespannungen 


ve M 
extr 04°) = ——— W. = 225 kg/cm? 
v (l"~ @) Mf, 
«(MM = 2 
extr o,,°4) = pore 45,4 kg/cm?. 


Die Normalspannungen aus der Langskraftbelastung sind 
a) zur Zeit ¢ = 0 mit F, = F, (1 +n) = 1013 cm? (n = 6,18) 


Pe, 
O55 = n Ge = 244 kg/cm? (Druck), o,).() = A 39,5 kg/em? (Druck), 


b) zur ,,Zeit‘’ w, = 4 (ohne Schwinden) 


Pn 


oN) = ss E Ae et | = 1084 kg/cm? (Druck), 


Pn 
o,\%) = o,,) e *s = 32,4 kg/cm? (Druck) 


und c) zur ,,Zeit‘‘ g, = 4 allein infolge des Schwindens (e, = 1,8 - 10-4) 
o,) = 2,85 kg/cm? (Zug), o,) = 341 kg/cm? (Druck). 


Damit erhalten wir insgesamt die in Tabelle 3 eingetragenen Spannungen. Man 
erkennt insbesondere im Vergleich der dritten und vierten Spalte, daf sich, abgesehen 
vom Schwinden, die Betondruckspannungen gegeniiber den genauen Spannungswerten 
zur Zeitt =0 verringern. Die Erhohung der Betonzugspannungen ist dabei allein durch 
die Umlagerung der Axiallast bedingt (39,5 — 32,4 = 7,1 kg/cm?) und wird von der (Zug- 
spannungs-) Entlastung (— 3,1 kg/em*) auf Grund der Betonmoment-Ermassigung 
sogar z. 'T. aufgehoben (resultierender Zugspannungszuwachs = 7,1 — 3,1 = 4 kg/em?). 
Hier wird also praktisch ein weiteres AufreiBen und damit eine Steifigkeitsverminderung 
vermieden. Auch die Stahlspannungserhéhungen im Druckbereich kénnen ohne 
weiteres getragen werden. 

Da wir an Hand der Konvergenzbetrachtungen an den Reihenentwicklungen der 
behandelten Beispiele erkannt haben, da®B die Zusatzmomente im wesentlichen mit 
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dem jeweils ersten Gliede der, die Zusatzlésungen darstellenden Reihenentwicklungen 
identisch sind, gilt die Empfehlung, yg > 1 zu machen, auch fiir andere anfangliche 
Momentbelastungszustinde, die nicht einer Eigenfunktion des Problems entsprechen. 


VI. Zusammenfassung 


Bei der Untersuchung des Problems der auSermittigen Biegung unter Beriick- 
sichtigung der zeitabhangigen Betondeformationen wird man auf eine partielle Integro- 
Differentialgleichung gefiihrt, die man fiir die technisch wichtigsten Falle exakt durch 
gut konvergierende Reihen von Produktformen lésen kann. Fiir die Praxis ergibt 
sich fiir den Spezialfall des symmetrisch bewehrten Querschnitts die Empfehlung, 
neben den Bemessungsvorschriften nach den Stahlbetonbestimmungen darauf zu 
achten, da8 bei Wahl eines Querschnitts der Kennwert » @ stets gréBer als 1 zu machen 
ist. In diesem Falle hat man die Gewiahr, dai die zeitabhangigen Vorginge, abge- 
sehen von den Axiallast-Umlagerungen und dem Schwinden, keine weitere Belastung 
des Betonquerschnittes und damit auch keine Betonzugspannungssteigerungen hervor- 
rufen, so da eine weitere Verminderung der Steifigkeit (durch AufreiBen) praktisch 
nicht entsteht. Auch die Stahlspannungszuwichse bleiben im allgemeinen in vertret- 
baren Grenzen. 


Kine entsprechende explizite Untersuchung fiir unsymmetrisch oder einseitig 
bewehrte Querschnitte, von denen letztere meiner Ansicht nach besonders gefahrdet 
sind, ist an Hand der erarbeiteten Ergebnisse ebenfalls, allerdings nur noch mit kon- 
kreten Zahlenwerten méglich, so da’ hierfiir keine entsprechend einfache allgemeine 
Empfehlung ausgesprochen werden konnte. Unter Umstanden ist ein solches Ziel 
unter Heranziehung von Naherungslésungen fiir die Integro-Differentialgleichungen 
nach der Methode Sattler (Betrachtung der Endverformungen unter Benutzung 
angenommener Zeitabhangigkeiten) erreichbar. 


Tabelle 1 
Schlankheit s, 50 70 85 105 120 140 
Material ue whe) 0) 
B 120 Stahl I 
: Stahl I 
B 160 
Stahl IT 
Stahl I 
B 225 Stahl IT 
Stahl IIT und IV 
Stahl I 
B 300 Stahl IT 
Sanbibesday —{. 
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Tabelle 2 
Nach ge- Nach ge- Gesamtsp. Gesamtsp. 
nauer Theo- | nauer Theo- fir Hy = fits Bee 
Spannungen Nach A $27 rie z. Zt. | riez. ,,Zt‘. | Schwinden | =3,4 - 10° eae 108 
(kg/cm?) (R=15) | 426 p=4 ke | (g/em?) 
(n= 6,18) | ohne Schw. cm? . 
a Ee | ee | ee 
extr. o, (Druck) 108,6 130,1 153,5 — 2,7 150,8 163,1 
extr. o, (Zug) 14,4 29,5 70,5 2,7 73,2 81,9 
extr. a, (Druck) 1408 686 3419 328 3747 4645 
extr. o, (Zug) —4 66 651 — 328 323 1015 
Tabelle 3 
oe Gesamtsp. fiir 
ach genauer Jy S40 os 
Nach genauer : “ ? 
Spannungen Nach A § 27 | theorie z. Zt. jee Z. » Lit. Schwinden kg 
(kg/em?) (n = 15) =i = y = 4 o. Schw. = 
t=0 (n= 6,18) (n = 6,18) cm 
are (n = 6,18) 
extr. o, (Druck) 74,1 84,9 74,7 — 2,85 71,85 
extr. 0, (Zug) 0,3 5,9 9,9 2,85 12,75 
extr. o, (Druck) 1002 469 2165 341 2506 
extr. o, (Zug) —104 —19 —3 — 341 — 344 


(Eingelangt am 7. April 1960) 
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